Cinematica de la particula



Cinematica de la particula. Introduccion .

La mecanica es la parte de la fisica que estudia el movimiento de los
cuerpos. Dentro de la mecanica se pueden distinguir distintas ramas atendiendo a
diferentes factores. Asi, si consideramos el campo de aplicacion, dentro de la
mecanica se puede distinguir entre: Cinematica (estudio del movimiento de los
cuerpos sin tener en cuenta la causa que los produce), Dinamica (estudio de las causas
que produce el movimiento de los cuerpos), Estatica (estudio de las condiciones
necesarias para gue los cuerpos estén en equilibrio), etc. Por otro lado, si tenemos en
cuenta cuales son las leyes basicas de la fisica que va a satisfacer el sistema podemos
distinguir entre: Mecanica clasica, Mecanica cuantica, Mecanica relativista, etc.
Puesto que el objetivo de este curso es dar una vision general de la mecanica nos
vamos a ocupar solo de la mecanica clasica. En este tema en concreto vamos a
analizar el movimiento sin tener en cuenta las causas que lo producen, es decir, vamos
a desarrollar las bases de la cinematica.

05/10/2020 2



Cinematica de la particula. Introduccion .

ESQUEMA DE DESARROLLO

1.- Introduccioén.
2.- Vector de posicion, vector desplazamiento y trayectoria.
2.1.- Movimiento.
2.2.- Trayectoria.
2.3.- Vector posicion.
2.4.- \ector desplazamiento.
3.- Vector velocidad.
3.1.- Vector velocidad promedio

3.2.- Vector velocidad instantanea.
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Cinematica de la particula. Introduccion .

ESQUEMA DE DESARROLLO

4.- Vector aceleracion.

4.1.- Vector aceleracion promedio.

4.2.- Vector aceleracion instantanea.

4.3.- Componentes intrinsecas de la aceleracion.
5.- Clasificacion de los movimientos.

5.1.- Movimiento uniforme.

5.2.- Movimiento uniformemente acelerado.

5.3.- Movimiento circular.

5.4.- Movimiento oscilatorio.

6.- Composicion de movimientos. Tiro parabolico.
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Movimiento.- Se dice que un cuerpo, un objeto o una particula se mueven cuando
cambian de posicion con el tiempo.

- En la definicion de movimiento esta incluido el concepto tiempo. Todos
tenemos una idea intuitiva de lo que es el tiempo pero es interesante ahondar en este
concepto diferenciador entre la mecanica clasica y la mecanica relativista.

- De forma general, podemos decir que el tiempo es la magnitud fisica con la
que medimos la duracion de acontecimientos sujetos a cambio, de los sistemas sujetos a
observacion, es decir, el periodo que transcurre entre el estado del sistema cuando éste
aparentaba un estado y el instante en el que registra una variacion perceptible para un
observador (o aparato de medida). Permite, por tanto, ordenar los sucesos en secuencias,
estableciendo un pasado, un presente, y un futuro, y da lugar al principio de causalidad.

- Su unidad basica en el Sistema Internacional es el segundo, cuyo simbolo es s.

- En la mecanica clasica, el tiempo se concibe como una magnitud absoluta, es
decir, es un escalar cuya medida es idéntica para todos los observadores (una magnitud
relativa es aquella cuyo valor depende del observador concreto). Esta concepcion del
tiempo recibe el nombre de tiempo absoluto.
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Trayectoria.- Es el lugar geométrico formado por las sucesivas posiciones del espacio
que va ocupando el sistema en su movimiento.

- Se representa habitualmente mediante una linea continua.

Trayectoria
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Trayectoria.- Es el lugar geométrico formado por las sucesivas posiciones del espacio
que va ocupando el sistema en su movimiento.

- Se representa habitualmente mediante una linea continua.
0z

Trayectoria

oY

OX
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Trayectoria.- Es el lugar geométrico formado por las sucesivas posiciones del espacio
que va ocupando el sistema en su movimiento.

- Se representa habitualmente mediante una linea continua.

Vector posicion.- El vector o
posicion es un vector que nos da
la posicion de la particula en
funcion del tiempo respecto a un
sistema de referencia elegido y
que esta trazado desde el origen
de dicho sistema de referencia
hasta la posicion de la particula.

Trayectoria

r(t) =x()a, + y()d, +z(t)q,

El objetivo principal de la
cinematica, y de la mecanica en
general, es determinar la
trayectoria que sigue un sistema
0 lo que es lo mismo el vector
posicion del mismo.

El vector posicion depende del sistema de referencia elegido.
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

\ector desplazamiento.- Es la magnitud que expresa la direccion y la distancia en linea
recta comprendida entre dos puntos de la trayectoria.

0Z

AT =P (t) =TT,

oY

En la definicion del vector desplazamiento esta implicita
la eleccion de un punto de origen dentro de la
trayectoria que sigue el sistema.

El vector desplazamiento no depende del sistema de referencia elegido

si no hay desplazamiento relativo entre ellos.
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.

A B
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
1.- Elegimos el sistema de referencia

Y
D C

u, |

A\, B X
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.

(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
2.- Dibujamos los vectores posicion que nos pide el enunciado

Y
D C
f:D
r-C
u y _>A= >
Al I B X
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
3.- Escribimos los vectores posicion en funcion del sistema de referencia elegido

Y
D C
f:D
I r,=(00,+0d,) m=(0,0)m
uy _>A= >
Al I B X
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
3.- Escribimos los vectores posicion en funcion del sistema de referencia elegido

Y
D C
I'p
FEZ r,=(00,+00d,)m=(0,0)m
r,=(00u, +0 ﬁy) m = (100,0) m
Uy "A: ;
A\, r, B X
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
3.- Escribimos los vectores posicion en funcion del sistema de referencia elegido

Y
D C
I'p
FEZ r,=(00,+00d,)m=(0,0)m
F,=(100 G, +0d ) m=(100,0) m
Uy _iA‘ ) r. =(100 4, +100 Gy) m = (100,100) m
Al I B X
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
3.- Escribimos los vectores posicion en funcion del sistema de referencia elegido

Y

D C

rD

FEZ r,=(00,+00d,)m=(0,0)m
f, = (100 G, +0 d,) m = (100,0) m

u. |g F. = (100 G +100 G ) m = (100,100) m

y A‘ R © X y

A\, I B X F, =(0d,+100 ,) m=(0,100) m
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.
(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.

4.- Calculamos los vectores desplazamiento en cada uno de los veértices
Ar,, =1, —F,=(100U, +0 ﬁy) m-(0 4, +0 ﬁy) m = (100,0) m

Y

D C

I'

FEZ r,=(00,+00d,)m=(0,0)m
r; = (100 4, +0 G,) m=(100,0) m

u, Ir F. = (100 G, +100 G,) m = (100,100) m

y A‘ R C X y

A\, I B X F, =(0d,+100 ,) m=(0,100) m
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.
4.- Calculamos los vectores desplazamiento en cada uno de los veértices

Ay =T, —T, =(100 0, +0u ) m-(0 u, +0 U ) m=(100,0) m

Y AB

D¢ 100m o M- F, —F, = (100 0, +100 G,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m

rD

5
I'c ) r,=(00,+0d,) m=(0,0) m

R r; = (100 4, +0 G,) m=(100,0) m
u, (5 ‘ . = (100 G, +100 G,) m = (100,100) m
A\, I B X F,=(0d,+100 G,) m=(0,100) m
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.

4.- Calculamos los vectores desplazamiento en cada uno de los veértices

v Ay =T, —T, =(100 0, +0u ) m-(0 u, +0 U ) m=(100,0) m
D C AF,. =T, —F, =(100 0, +100 d,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
£ ATy =T —T, =(0 0, +100 d,) m-(0 4, +0 G,) m=(0,100) m
I'p
I'e r,=(00,+0d,) m=(0,0) m
F, =(100 G, +0 G,) m = (100,0) m
u, *A‘ ‘ F, = (100 G, +100 G,) m = (100,100) m
A ljx I, B X r, = (0, +100 G,) m = (0,100) m
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su
vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.
(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.

4.- Calculamos los vectores desplazamiento en cada uno de los veértices

v Ay =T, —T, =(100 0, +0u ) m-(0 u, +0 U ) m=(100,0) m
D C AF,. =T, —F, =(100 0, +100 d,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
£ A, =Ty -1, =(0 0, +100 d,) m-(0 4, +0 U,) m=(0,100) m
4 AF,, =F, —F, =(0,0) m
I'p
l_i: r,=(00,+00d,)m=(0,0)m
F, = (200 G, +0 G,) m = (100,0) m
l]y *A‘ ‘ F, = (100 G, +100 G,) m = (100,100) m
A ljx I, B X [, = (04, +100 d,) m = (0,100) m
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su

vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.

(b).- Calcule el vector desplazamiento respecto al vertice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.

5.- El desplazamiento tras una vuela completa coincide con el desplazamiento en el vértice A, es decir (0,0)

v Ay =T, —T, =(100 0, +0u ) m-(0 u, +0 U ) m=(100,0) m
C AF,. =T, —F, =(100 0, +100 d,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
D £ ATy =T —T, =(0 0, +100 d,) m-(0 4, +0 G,) m=(0,100) m
R AF,, =F, —F, =(0,0) m
I'p
I r,=(00,+0d,) m=(0,0)m
F, = (200 G, +0 G,) m = (100,0) m
l]y I F, = (100 G, +100 G,) m = (100,100) m
A l]; I, " B X [, = (04, +100 d,) m = (0,100) m
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Cinematica. \ector posicion vector, vector desplazamiento, y trayectoria.

Ejercicio.- Un atleta da una vuelta a una pista cuadrada de lado igual a 100m comenzando por su

vertice A (figura).

(a).- Calcule el vector posicion en cada uno de los vértices.

(b).- Calcule el vector desplazamiento

Irespecto al vértice de partida.

(c).- ¢Cual sera el vector desplazamiento tras completar una vuelta a la pista.

Seria interesante repetir el ejercicio eligiendo un
sistema de referencia diferente, como por ejemplo
el que se considera en la figura, y comprobando
que aunque los vectores posicion son diferentes
los vectores desplazamiento dan el mismo

Y
D U, C ,
U, X
A B resultado.
05/10/2020
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Cinematica. Vector velocidad.

Vector velocidad media o velocidad promedio.- Dados dos puntos de la trayectoria de un
sistema se define la velocidad media entre ambos como el cociente entre el vector

desplazamiento y el tiempo que invierte el sistema en realizar el desplazamiento indicado
por dicho vector.

0Z

oY

7 (LT FO —P(t,) Pt + A —F(t,)
At (t-t) At
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Cinematica. Vector velocidad.

El vector velocidad promedio depende de los dos puntos de la trayectoria que estemos
considerando. Asi, para un punto inicial dado tendremos diferentes velocidades promedio
para diferentes puntos de la trayectoria.

0Z

Atl (tl - 1:o) Atl

05/10/2020
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e Atz N (tz _to) N Atz
V(L) =V _(t,)
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Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponiendo que el atleta del problema anterior tarda en recorrer cada lado de la pista
rectangular 20 s, calcule:

(a).- La velocidad media en cada uno de los vértices respecto al vértice inicial.

(b).- La velocidad media en toda la vuelta.
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Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponiendo que el atleta del problema anterior tarda en recorrer cada lado de la pista
rectangular 20 s, calcule:

(a).- La velocidad media en cada uno de los vértices respecto al vértice inicial.

(b).- La velocidad media en toda la vuelta.

1.- Ya habiamos calculado el desplazamiento entre el vértice inicial y el resto de los vértices.

v Ay =T, —T, =(100 0, +0d ) m-(0 u, +00,) m=(100,0) m
D C AF,. =T, —F, = (100 0, +100 d,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
£ Al =T, —T,=(0 0, +100 G,) m-(0 U, +0 u,) m=(0,100) m
_)A AfM:rA—FA:(O,O)m
I'n
r‘C
Uy A >
A\, I B X
05/10/2020
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Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponiendo que el atleta del problema anterior tarda en recorrer cada lado de la pista
rectangular 20 s, calcule:

(a).- La velocidad media en cada uno de los vértices respecto al vértice inicial.

(b).- La velocidad media en toda la vuelta.

2.- A continuacion aplicamos la definicion de velocidad promedio.

v Ay =T, —T, =(100 0, +0d ) m-(0 u, +00,) m=(100,0) m
D C AF,. =T, —F, = (100 0, +100 d,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
£ Al =T, —T,=(0 0, +100 G,) m-(0 U, +0 u,) m=(0,100) m
_)A AfAA:rA—FA=(0,0)m
I
D —
Vg = Al _ (100,0) m/s = (5,0) m/s
- At 20
I'c
Uy A >
AlG r, B X
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Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponiendo que el atleta del problema anterior tarda en recorrer cada lado de la pista
rectangular 20 s, calcule:

(a).- La velocidad media en cada uno de los vértices respecto al vértice inicial.

(b).- La velocidad media en toda la vuelta.

2.- A continuacion aplicamos la definicion de velocidad promedio.

v Ay =T, —T, =(100 0, +0d ) m-(0 u, +00,) m=(100,0) m
D C AF,. =T, —F, = (100 0, +100 d,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
£ Al =T, —T,=(0 0, +100 G,) m-(0 U, +0 u,) m=(0,100) m
_)A AfAA:rA—FA=(0,0)m
I
D —
Vg = Al _ (100,0) m/s = (5,0) m/s
- At 20
¢ g, = Ahe _ (00100) o 55 5 5) s
At 40
Uy A )
AlG r, B X
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Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponiendo que el atleta del problema anterior tarda en recorrer cada lado de la pista
rectangular 20 s, calcule:

(a).- La velocidad media en cada uno de los vértices respecto al vértice inicial.

(b).- La velocidad media en toda la vuelta.

2.- A continuacion aplicamos la definicion de velocidad promedio.

Y
D AF,. =T —F, = (100 G, +100 G,) m-(0 G, +0 @) m = (100,100) m
£ Al =T, —T,=(0 0, +100 G,) m-(0 U, +0 u,) m=(0,100) m
_)A AfAA:rA—FA=(0,0)m
f
D —
Vg = Al _ (100,0) m/s = (5,0) m/s
< At 20
¢ g, = Ahe _ (00100) o 55 5 5) s
At 40
1 |- _AF, (0,200
u, £ : Voo = A’;D _{ = ) mfs = (0,5/3) m/s = (0,1.667) m/s
AU, I X
05/10/2020 29



Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponiendo que el atleta del problema anterior tarda en recorrer cada lado de la pista
rectangular 20 s, calcule:

(a).- La velocidad media en cada uno de los vértices respecto al vértice inicial.

(b).- La velocidad media en toda la vuelta.

2.- A continuacion aplicamos la definicion de velocidad promedio.

Y
D C AT, =T. —T, = (100 G, +100 G,) m-(0 G, +0 G,) m = (100,100) m
£ Al =T, —T,=(0 0, +100 G,) m-(0 U, +0 u,) m=(0,100) m
_)A AfAA:rA—FA:(O,O)m
I
D —
Vg = Al _ (100,0) m/s = (5,0) m/s
- At 20
¢ g, = Ahe _ (100100) o o5 5 5) s
At 40
T _ AT, 0,100
u, £ : Voo = A’;D _{ = ) mfs = (0,5/3) m/s = (0,1.667) m/s
Ald r, B X
Vap = Al _(0.0) m/s = (0,0) m/s
At
05/10/2020 Es interesante remarcar que el vector velocidad promedio en una 20

vuelta completa es cero



Cinematica. Vector velocidad.

Si consideramos puntos cada vez mas cercanos al punto de referencia t,, el vector
desplazamiento se hara cada vez mas pequefio, es decir, tendera a cero, pero también el
tiempo que tarda el sistema en desplazarse tendera a cero y tendriamos, desde el punto de
vista matematico, una indeterminacion. La solucion de dicha indeterminacion es, por
definicion, lo que se conoce con el nombre de la derivada. Por tanto podemaos definir:

Vector velocidad instantanea.- Se define la velocidad instantanea de un sistema en un
punto como el limite de la velocidad promedio en el punto cuando At tiende a cero que es
matematicamente equivalente a la derivada con respecto al tiempo del vector posicion en
dicho punto.

AR |>|af|> Ak > A > .....

)
AL > AL | > |Aty] > At > ...

Mt +AD-T (L) _ . AF(AD) _ dr(D)
At—0 At At—0 At dt t
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Cinematica. Vector velocidad.

Direccion y sentido del vector velocidad instantanea.- De la definicion se deduce que el
vector velocidad instantanea tiene la misma direccion que el vector dr vy, por lo tanto, es
tangente en todos los puntos a la trayectoria que sigue el sistema.
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Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector de posicion
de la forma

F=(4+21)0, +(3+5t+4t2)0, +(2—2t—3t2)0,

donde la distancia se mide en metros y el tiempo en segundos. Calcule el vector velocidad
instantanea.

1). Como acabamos de ver, por definicion, la velocidad instantanea es igual a la derivada respecto al
tiempo del vector posicion.

dr(t) d(4+2t)d, +(3+5t+4t*)d, +(2-2t-3t*)4,
dt dt
d(4+2t) . d(3+5t+4t?) .. d(2-2t—3t?) .
=———0 + a, + 0 =
dt dt y dt
=20, +(5+8t)d, —(2+6t)q,

V(t) =

05/10/2020 33



Cinematica. Vector velocidad.

Ejercicio.- Suponga que una particula se mueve en tres dimensiones con una velocidad
V(t) =(4+2t)0, +4t°0, —3t*0,
donde la velocidad se mide en metros partidos por segundo y el tiempo en segundos. Sabiendo que
en el instante t=0 s la particula esta en una posicion espacial dada por ¥ =44 _—33,, calcule su
posicion en el instante t=4 s.
1). Como acabamos de ver, por definicion, la velocidad instantanea es igual a la derivada respecto al
tiempo del vector posicion.
_odr) B o B B —
v(t) :T:v(t)dt = dF (t) = dr (t) = V(t)dt = jdr(t) :Iv(t)dt+cte
= F(t) = [[(4+200, +4t°G, -3t°0, |dt+cte=| [(4+20)dt |d, +([4t°dt)d, —( [3t°dt)d, +cte =
=(4t+1*)d, +t*0, %0, +cte
2). Para determinar la constante de integracion, utilizamos que en el instante inicial la particula se
encuentraen 44 —3d .

F(t=0) =(4A-0+(32)0X +0*G, —0°d, +cte =cte =40, 30
r(t=0)=4u, -3u,
3). Con el valor de la constante, escribimos el vector posicion como funcion del tiempo.
r(t)=(4t+t?)d, +t'0, —t%0, + cte = (4t + )G, +t*0, —t°0, + 4G, —30, = (4+4t+1°) 0, +t*0, —(3+1°)d,
4). En la expresion hallada, sustituimos el tiempo por 4s.

F(t=4)=(4+4-4+4%)0, +4"G, —(3+4%)d, =360, + 2560, — 674,
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Cinematica. \ector aceleracion.

Como hemos visto en los ejemplos, el vector velocidad instantanea varia en general en
cada punto de la trayectoria o lo que es lo mismo en cada instante de tiempo. En este
apartado vamos a definir el concepto de aceleracion que va a tener en cuenta este hecho.

Vector aceleracion media o aceleracion promedio.- Dados dos puntos de la trayectoria de
un sistema se define la aceleracion media entre ambos como el cociente entre la
diferencia de las velocidades instantaneas en ambos puntos y el tiempo que invierte el
sistema en desplazarse entre los dos puntos.

0Z v(t)
AV (t)
V(t)
oY
oX 3 ()= AV() V() —V(t) _ V(t, + A —V(t,)
At (t o 1:o) At
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Cinematica. \ector aceleracion.

Al igual gue hicimos con la velocidad, a partir del concepto de la aceleracion promedio
podemos definir la aceleracion instantanea mediante un paso al limite.

\ector aceleracion instantanea.- La aceleracion instantanea en un punto se define como
el limite de la aceleracion promedio en el punto cuando At tiende a cero que es

matematicamente equivalente a la derivada de la velocidad (instantanea) en ese punto
respecto al tiempo.

o A% | > |AT,| > |aY,] > |av,| > ....
V() !
‘7\7(&13)) At > At > |At| > |At,| > ...
v(t,)
v(t, oY
A()  lim T+ AD V() - AV(AD _ dV()
0% 07 At>0 At A0 At dt |,
dv (t)
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector de posicion
de la forma

F=(4+2t)0, +(3+5t+4t2)d, +(2—2t—3t2)q,

donde la distancia se mide en metros y el tiempo en segundos. Calcule el vector aceleracion
instantanea.

1). En el problema anterior habiamos calculado el vector velocidad instantanea para el vector posicion
que propone el enunciado del ejercicio, habiendo obtenido.

V(t) =20, +(5+8t)d, —(2+6t)0,

2). A continuacion, utilizamos que, por definicion, el vector aceleracion instantanea es igual a la derivada
del vector velocidad instantanea respecto al tiempo.

dv(t) d20,+(5+8t)d,—(2+6t)d, _d2.  d(5+8t) . d(2+6).
dt dt dt * dt g dt ‘
=00, +80d, - 60, =80, —60, = (0,8,-6)

a(t) =
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
instantanea de la forma:
a(t) =t°a, +2td, —sin(t)d,

donde el tiempo se mide en segundos y la aceleracion se mide en metros partido por segundo
cuadrado. Calcule el vector posicion en el instante t=5 s sabiendo que en el instante inicial la
particula esta localizada en el punto (-1,-2,3) m y el vector velocidad en dicho instante de tiempo es:

V(t=0)=(d,—4d, +30,) m/s

1). Utilizando que, por definicion, el vector aceleracion instantanea es igual a la derivada del vector
velocidad instantanea respecto al tiempo obtenemos.
dv(t)

() =— = a(dt =dv() = dv(1) =a()dt = Jdv(t) = [a)dt+cte =

V(t) = [(t%0, +2t0, —sin(t)d, ) dit + cte =(jt2dt)ax +(2jto|t)ay —(jsin(t)dt)az 1 cte =§ax 120, +cos(t)d, +cte

2). Hallamos la constante de integracion utilizando que: v(t=0)=(d, —4d, +3d,) m/s

0% . . e

V(t=0)=—0,+0%0, +cos(0)i, +cte=0, +cte|] . — . —

(t=0) 3 Y )1, ’ = U, +cte=U, —40,+30, = cte=0,-4d, +20,
V(t=0)=0, 40, +30,

3). Sustituimos el valor de la constante de integracion en la expresion hallada para la velocidad.

3 3
V() = %ax +t0, +cos(t)d, +0, —4d, +20, = (1%} 0, +(t ~4)d, +(2+cos(t))d,
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
Instantanea de la forma:
a(t) =t°a, +2td, —sin(t)d,

donde el tiempo se mide en segundos y la aceleracion se mide en metros partido por segundo
cuadrado. Calcule el vector posicion en el instante t=5 s sabiendo que en el instante inicial la
particula esta localizada en el punto (-1,-2,3) m y el vector velocidad en dicho instante de tiempo es:

V(t=0)=(d,—4d,+30,) m/s
4). Utilizando que, por definicion, el vector velocidad instantanea es igual a la derivada del vector

posicion respecto al tiempo obtenemos.
v(t) :?: V(t)dt = dr (t) = dr (t) = V(t)dt = j dr (t) = j v(t)dt +cte2

= F(t) = U(ng dt}ax +U(t2 —4)dt}ay —U(2+ cos(t))dt]az +cte2 =

). (¢t R . e
=|t+— +| ——4t [u, — (2t +sin(t))u, +cte2
1 |0 | 548, ~(2tsin®)d,

5). Hallamos la constante de integracion utilizando que: 7(t=0) = (—1d, —2d, +3d,) m

4 3
F(t=5)= O+O— a -+ 0——4-0 ,—(2-0+sin(0))d, +cte2=cte2] o
12 3 = cte2=-1u, —2u, +3U,

F(t=5) =10, - 20, +3,

05/10/2020 39



Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
instantanea de la forma:
a(t) =t°a, +2td, —sin(t)d,

donde el tiempo se mide en segundos y la aceleracion se mide en metros partido por segundo
cuadrado. Calcule el vector posicion en el instante t=5 s sabiendo que en el instante inicial la
particula esta localizada en el punto (-1,-2,3) m y el vector velocidad en dicho instante de tiempo es:

V(t=0)=(d,—4d, +30,) m/s
6). Sustituimos el valor de la constante de integracion en la expresion hallada para el vector posicion.
t* t°
F(t) = (HEJGX +(§—4t]ay —(2t+sin(t))d, —10, — 20, + 30, =
t* t°
= (—1+t +E} u, +[—2+§—4t}3y —(-3+2t+sin(t))q,

7). Sustituimos el instante de tiempo que se nos pide en el enunciado.

4 3
r(t=5) :(—1+5+f—2)ﬁx +[—2+%—4-5)ﬁy —(-3+2-5+sin(5))(,
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Al contrario de lo que ocurria con la velocidad, para la aceleracion no es tan sencillo
determinar cual es su direccion y sentido. En general, la aceleracion va a tener una
componente tangente a la trayectoria y otra perpendicular. Vamos a calcular cada una de
ellas y a obtener algunas propiedades interesantes.

Consideremos un sistema que se mueve siguiendo la trayectoria que se muestra en la
figura. Cualquier trayectoria se puede dividir en tramos muy pequenos (diferenciales), de
forma que cada uno de esos tramos puede considerarse como un arco sobre una
circunferencia de radio R. Indudablemente ese radio cambia, de forma general, de una
parte a otra de la trayectoria tal y como se muestra en la figura. ESo no nos va a importar
puesto que estamos interesados en el calculo de las componentes de la aceleracion
instantanea que se definia mediante derivadas que implicaban, a su vez, cambios
infinitesimales (muy pequeios) de la velocidad.

Zona de analisis
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Vamos a partir de las velocidades que experimenta el sistema al principio y al final del arco
considerado. Como vimos en el anterior apartado estas velocidades son tangentes en cada punto a la
trayectoria y, por lo tanto, tendran la direccion que se muestra en la figura.
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Vamos a partir de las velocidades que experimenta el sistema al principio y al final del arco
considerado. Como vimos en el anterior apartado estas velocidades son tangentes en cada punto a la
trayectoria y, por lo tanto, tendran la direccion que se muestra en la figura.

A continuacion vamos a escribir dichas velocidades como el producto de su médulo
por un vector unitario que nos indica la direccion de la velocidad en cada punto.

V(t) = [V(1)|V(t) = v(t)V(t)
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Vamos a partir de las velocidades que experimenta el sistema al principio y al final del arco
considerado. Como vimos en el anterior apartado estas velocidades son tangentes en cada punto a la
trayectoria y, por lo tanto, tendran la direccion que se muestra en la figura.

A continuacion vamos a escribir dichas velocidades como el producto de su médulo
por un vector unitario que nos indica la direccion de la velocidad en cada punto.

V(t) = [V(1)|V(t) = v(t)V(t)

Aplicando a continuacion la definicion de aceleracion
tenemos:
A(t) = dv(t) _ d[vlu) _d |v(t)|

dt dt

9(t) + [T () o2 dv(t)
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Vamos a partir de las velocidades que experimenta el sistema al principio y al final del arco
considerado. Como vimos en el anterior apartado estas velocidades son tangentes en cada punto a la
trayectoria y, por lo tanto, tendran la direccion que se muestra en la figura.

A continuacion vamos a escribir dichas velocidades como el producto de su médulo
por un vector unitario que nos indica la direccion de la velocidad en cada punto.

V(t) = [V(1)|V(t) = v(t)V(t)

Aplicando a continuacion la definicion de aceleracion
tenemos:

2(0) = dv(t)

dv(t) _ d@lie) _ dv)
dt dt dt
El primer término va en la misma direccion de la
velocidad y, por tanto, sera tangente a la trayectoria en

todos los puntos y su médulo sera igual a la derivada
temporal del modulo de la velocidad:

V() + V() ==

d \*(t)\ d V()|

(0= T

v(t) = a(t) = ‘
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Para calcular la direccién y sentido del otro término, vamos a escribirlo en forma de incrementos:

dv(t) Av(t)

V(1) === v(t)

() Desplazamos los dos vectores para que la
operacion sea mas clara

Vamos en primer lugar a calcular graficamente V, =V, |y ertimos el vector V..

Desplazamos el inicio de v, sobre el

principio de v; y hacemos la diferencia de
los dos vectores
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion
Para calcular la direccién y sentido del otro término, vamos a escribirlo en forma de incrementos:

dv(t) Av(t) Al ser AT perpendicular a v, —V,, tenemos que el

v(t ) término que queremos calcular es perpendicular
a la trayectoria con sentido hacia el centro de
curvatura, es decir, conocemos la direccion y
sentido del vector y, por lo tanto, solo nos
faltaria calcular su modulo.

| vt V). . v
w0, o) =2, ) = Dag

Para ello utilizamos que al ser equivalentes los triangulos
la proporcion dos a dos de sus lados tiene que ser una
constante, es decir:

5| _ 5| _[Ar]
ARRANRN

V(1) —= = v(t)

A contmuamon nos fljamos en que el triangulo
obtenido es equivalente al triangulo formado por
los vectores posicion y el desplazamiento. Esto es
asi porque sus lados son perpendiculares dos a
dos.

=[AV]=

Y, por lo tanto, finalmente tenemos que:

~

Vi

R0 v(t) A ) |AF]
| = R R At

e 2(t
| -2

0. _
V= =

_ V() ‘

Vs

dt|
Jos
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Cinematica. \ector aceleracion.

Componentes de la aceleracion

Resumiendo, la aceleracion va a tener, en general, dos componentes una tangente a la trayectoria y otra
normal. La forma de cada una de estas componentes se resume en las siguientes expresiones:

t
‘ﬁ(t)‘ o, a (t) = \vt( )
at)y=at)+a. ()= a(t)+ a, (t)=
R(t) a (t)=" ‘(1)
- R(t)

La aceleracion tangencial o paralela a la trayectoria implica un cambio en el modulo de la velocidad
mientras que la componente normal implica un cambio de direccion del sistema. Por lo tanto:

1.— a, (t) = 0= Movimiento rectilineo

2.— |V(t)|=cte=a(t)=0
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
instantanea de la forma:
() = —[(sot2 +120t + 45) cos  2t? +3t) + 20sin (2t +3t)]0x _

— (80t 4120t + 45)sin(2t* +3t) — 20cos(2t* +3t)|d
y

Si la velocidad instantanea es
V(t=0) = (0uy +150,) m/s

en el instante t=0 s, calcule las componentes tangencial y normal de la aceleracion.
1.- Primero reordenamos los términos de la aceleracién como sigue:
A(t) = —5[(16t2 + 24t +9)cos (2t* +3t) + 4sin (2t +3t)]0x _
—5[(16t2 +24t +9)sin (2t* 4 3t) — 4cos (2t° —i—3t>}l]y —
= —5[(4t +3)° cos(2t” +3t)+ 4sin (2t° +3t)}0x -
—5[(4t +3)"sin (2t* 4-3t) — 4cos (2t’ +3t)}l]y

2.- Calculamos la velocidad a partir de la definicion de la aceleracion.

a:g;» 07 = adt = v = [adt+K :—5{f[(4t+3)2 cos (21 +3t) +-4sin 2t +3t)}dt}ﬁx _

—5{f[(4t +3)sin (Zt2 +3t)—4cos(2t2 +3t)} dt}ﬁy +K
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
instantanea de la forma:
() = —[(sot2 +120t + 45) cos  2t? +3t) + 20sin (2t +3t)]ax _

— |(80t? -+120t + 45)sin (2t* +3t) — 20 cos (2t* +3t)
Si la velocidad instantanea es
V(t=0) = (0uy +150,) m/s

en el instante t=0 s, calcule las componentes tangencial y normal de la aceleracion.
3.- Podemos realizar las integrales dandonos cuenta de que:

d cos(Zt2 +3t)
dt

d'sin (Zt2 +3t)
dt

:_(4t+3)sin(2t2+3t); :(4t+3>C°S<2t2+3t);

V(t) = —5{f{(4t +3)2 cos(2t2 +3t)+4sin(2t2 —I—3t>}dt}l]x —5{f{(4t+3)2 sin (Zt2 +3t)—4cos(2t2 +3t)} dt}l]y +K=
—5lf dt}ﬁx+5|f

d (4t+83)sin (2% + 3t d (4t +3)cos(2t” + 31

f = dt f = dt

— —5(4t +3)sin(2t% 4 3]0, +5(4t +3)cos(2t? + 3t |G, + K
y

olsin(zt2 +3t) d cos(zt2 +3t)

—

(4t+3) +4sin(2t2+3t) (4t+3) +4cos(2t2 +3t)

=-5 Uy +K=

U, +5
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
instantanea de la forma:
() = —[(sot2 +120t +45)cos (2t* + 3t ) + 20sin (2t + 3t ]ax _

— |(80t? -+120t + 45)sin (2t* +3t) — 20 cos (2t* +3t)
Si la velocidad instantanea es
V(t=0) = (0uy +150,) m/s

en el instante t=0 s, calcule las componentes tangencial y normal de la aceleracion.
4.- La constante de integracion la obtenemos de la condicion de contorno: V(t = 0) = (0d, +15d,) m/s

V(t = 0) = 0d, +150, + K
V(t = 0) = 0d, +150,

—

=K=0

5.- Y, por tanto, nos queda finalmente para la velocidad:
V(t) = —5(4t+3)sin(2t% +3t)d, +5(4t + 3)cos (2t + 3t ) d,

6.- El modulo de v sera igual a:

v(t) = \/25(4t +8)" sin? (2% +3t) + 25(4t + 3)" cos® (2% + 3t = 5(4t +3)\/sin2 (2% +3t) +cos” (2t +3t) = 5(4t +3)
7.-'Y la componente tangencial de la aceleracion sera:

- MA_ME_dln\\7\\7_dln[5(4t+3)]\7_ 4
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Cinematica. \ector aceleracion.

Ejercicio.- Suponga que una particula que se mueve en tres dimensiones tiene un vector aceleracion
instantanea de la forma:
() = —[(sot2 +120t +45)cos (2t* + 3t ) + 20sin (2t + 3t ]ax _

— |(80t? -+120t + 45)sin (2t* +3t) — 20 cos (2t* +3t)

Si la velocidad instantanea es
V(t=0) = (0uy +150,) m/s

en el instante t=0 s, calcule las componentes tangencial y normal de la aceleracion.
8.- Por otro lado, la componente normal de la aceleracién la podemos hallar a partir de:

-

a = —5[(4t +3)2 cos(Zt2 +3t)+4sin <2t2 +3t) a, —5[(4t +3)2 sin (th +3t)—4cos(2t2 +3t>}0y +

4 . 5 R , i
S Jr3[5(4t +3)sin (Zt +3t)ux —5(4t +3)cos(2t +3t)uy

= —5(4t+3)° cos(2t” +3t)d, —5(4t +3)” sin (2t + 3t ),
2
9.- En este caso podemos calcular, aunque no lo pide el enunciado del problema, el radio de curvatura.

R(t) — v(t) 25(4t 4-3)° .
a, (t) 5<4t -|—3)2
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Cinematica. \ector aceleracion.

RESUMEN DE LO VISTO HASTA EL MOMENTO

Para describir analiticamente el movimiento
de los sistemas en el espacio tenemos que
elegir un sistema de referencia

Una vez elegido el sistema de referencia
las magnitudes que van a caracteriza el
movimiento del mismo son las
siguientes.

0Z

Trayectoria

\ector posicion.- Es el vector que une
el origen del sistema de referencia con
todos y cada uno de los puntos de la
trayectoria que sigue el sistema.
Logicamente depende del sistema de
referencia elegido.

OX

Vector velocidad instantanea.- Se define la
velocidad instantanea de un sistema en un punto
como la derivada con respecto al tiempo del vector
posicion en dicho punto.

_.._dr(t)| No depende del sistema de
v(t) = dt referencia elegido y es tangente a
la trayectoria en todos los puntos.
05/10/2020
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leracion instantanea.- Derivada de la
instantanea) en ese punto respecto al

dv(t)

Vector ac
velocidad
tiempo.

a(t) =

No depende del sistema de referencia elegido y

tiene una componente tangencial y otra normal a

la trayectoria _
_d}v (t)

Ve (t)
: L()—R(t) 53




Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

El objetivo en cualquier problema de cinematica va a ser determinar la
trayectoria que sigue el sistema que se esta estudiando. Esto se consigue si conocemos el
vector posicion del sistema en cualquier instante de tiempo. A partir de él podemos
obtener derivando la velocidad y aceleracion del sistema en cualquier punto de la
trayectoria.

El problema aparece cuando lo que conocemos es algun tipo de datos sobre la
velocidad o la aceleracion a lo largo de la trayectoria. En dicho caso hay que resolver un
sistema de ecuaciones diferenciales basadas en las definiciones de aceleracion y
velocidad. En este apartado vamos a analizar como son los movimientos de los sistemas
en caso de que tengamos alguna informacion sobre su velocidad y sobre su aceleracion.
Esto da lugar a la clasificacion de los mismos que vamos a introducir.

Movimiento uniforme

Se dice que un sistema o particula experimenta un movimiento uniforme
cuando su vector velocidad instantanea es constante y, por tanto, independiente del
tiempo.

a(t):d—vzo

V(t)=V=cte=
dr(t)

V= — dF(t) = vdt:>Jdr(t) jvdt+K—vjdt+|< vt+K
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

Como vimos en el apartado anterior para determinar la constante de integracion tenemos
que conocer la posicion de la particula en algin instante de tiempo. Supongamos que
sabemos que en el instante t, la posicion de la particula es Tj,.

f(’[ :to) — F0

I=K=F -Vt = F@t)=Vt+r, —Vt. = F({t)=F. =V (t -t
F(t:tO)ZVtO+K 0 0 () 0 0 () 0 ( 0)

De donde deducimos que en este caso la velocidad instantanea ademas de ser constante en
cualquier punto de la trayectoria es igual a la velocidad media entre cualesquiera dos
puntos de la trayectoria.

Si consideramos que el origen de tiempos lo tomamos en t,, es decir, t,=0 nos queda.

F(t) =Vt+T,
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

Ejercicio.- La brajula de un avién indica que su proa esta orientada hacia el norte y su indicador de
velocidad sefiala que se mueve respecto al aire con una velocidad de 120 km/h. Si hay un viento de
50 km/h que sopla de oeste a este, calcular: a) la velocidad del avidn respecto de la tierra; b) en qué
direccidén debe mantener el piloto la proa para dirigirse en la direccidén norte?¢Cudl serd entonces
su velocidad con respecto a tierra?

A

N v

avion respecto tierra

— 'f '
aire respecto fierra i

<

v

=120 km/h

\Y

avion respecto aire

O E
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

Ejercicio.- La brajula de un avién indica que su proa esta orientada hacia el norte y su indicador de
velocidad sefiala que se mueve respecto al aire con una velocidad de 120 km/h. Si hay un viento de
50 km/h que sopla de oeste a este, calcular: a) la velocidad del avidn respecto de la tierra; b) en qué
direccidén debe mantener el piloto la proa para dirigirse en la direccidén norte?¢Cudl serd entonces
su velocidad con respecto a tierra?

A

N Vavic’)n respecto tierra
— F 3 Y ‘.
Vaire respecto fierra .0 |'

L 3
™ 4 b
u, —p =120 km/h
- avion respecto aire
7\ »
O u, E
S
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

Ejercicio.- La brajula de un avién indica que su proa esta orientada hacia el norte y su indicador de
velocidad sefiala que se mueve respecto al aire con una velocidad de 120 km/h. Si hay un viento de
50 km/h que sopla de oeste a este, calcular: a) la velocidad del avidn respecto de la tierra; b) en qué
direccidén debe mantener el piloto la proa para dirigirse en la direccidén norte?¢Cudl serd entonces
su velocidad con respecto a tierra?

A

A
N \V] = xﬁy

avion respecto tierra

v — 5001, km/h

aire respecto tierra 4

y Vavic'm respecto aire = 120 km/ h

O UX E

A 4
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

Ejercicio.- La brajula de un avién indica que su proa esta orientada hacia el norte y su indicador de
velocidad sefiala que se mueve respecto al aire con una velocidad de 120 km/h. Si hay un viento de
50 km/h que sopla de oeste a este, calcular: a) la velocidad del avidn respecto de la tierra; b) en qué
direccidén debe mantener el piloto la proa para dirigirse en la direccidén norte?¢Cudl serd entonces
su velocidad con respecto a tierra?

A

A

N A Vavic')n respecto tierra = Xuy Vavién respecto tierra = Vaire respecto tierra + Vavién respecto aire
vaire respecto tierra = 50ux km/h i
Vavic’)n respecto aire — Vavisn respecto tierra Vaire respecto tierra
: v i, —50G, km/h
Vavic')n respecto aire = Xuy _50ux m
a | U
y - Vavic'm respecto aire — 120 km/h \/ 5 2 2 5
O l:i E Vavic’)n respecto aire =+/50" km“/h* +x° =120 km/h
X
S U
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2500 km?/h? + x* =14400 km*/h* = x =109.09 km/h

59



Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.
Ejercicio.- La brajula de un avién indica que su proa esta orientada hacia el norte y su indicador de
velocidad sefiala que se mueve respecto al aire con una velocidad de 120 km/h. Si hay un viento de
50 km/h que sopla de oeste a este, calcular: a) la velocidad del avidn respecto de la tierra; b) en qué
direccidén debe mantener el piloto la proa para dirigirse en la direccidén norte?¢Cudl serd entonces
su velocidad con respecto a tierra?

A
N A Vavic')n respecto tierra = Xuy Vavién respecto tierra = Vaire respecto tierra +Vavién respecto aire
vaire respecto tierra = 50L’jx km/h U
' ~ _, =
Vavic')n respecto aire — Vavion respecto tierra Vaire respecto tierra
U
L ) N ~ ~
Vavic')n respecto aire = Xuy o 5Oux km/h
U b 120 km/h ’
> avion respecto aire 5 2 2 5
5 i - Vaion resectoare = 50° km2/h? 4 x* =120 km/h
X
S U
2500 km?*/h* + x* =14400 km*/h* = x =109.09 km/h
Vavi(’Jn respecto tierra = 10909uy — Vavic’m respecto aire = (_SOUX +10909uy) km/h = (_50’10909) km/h
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniforme.

Ejercicio.- En un dia de tormenta se observa un relampago y tres segundos despues se
oye su correspondiente trueno. Sabiendo que la velocidad del sonido es 340 m/s y la de la
luz es 3-108 m/s calcular la distancia a la que se produjeron ambos.

D v, 300000 kms
\

sonldo = 340 m/S %

X=V, 1 vV, 1
. luz “luz . luz "luz
X=Vl= . t — Vqutluz o Vsonidotsonido — tsonido _

X = Vsonido sonido Vsonido

1:sonido _tluz =35s vt v
v b, —>—2M_t =3s=t,=3—"0  5=34.10"° s=3.4 us
1:sonido - N Vsonido Vqu _Vsonido
sonido

X=V, t =x=3-10° m/s-3.4-10° s=1020 m

luz “luz
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Movimiento uniformemente acelerado

Se dice que un sistema o particula experimenta un movimiento uniformemente
acelerado cuando su vector aceleracion instantanea es constante Yy, por tanto,
Independiente del tiempo.

A(t)=d=cte= g0

— dv(t) = adt = j v (t) = j adt+K,=a j dt+K, = at+K,

Supongamos que sabemos que en el instante t, la velocidad instantinea de la particula es V.
V(t=1,) =V,

=K =V —at, = V(t)=at+v. —at. = V(t)-V. =a(t—t
V(t=ty) =at, +K, b ’ ® ° ° =% ( 0)
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Ejercicio.- Demostrar que un movimiento uniformemente acelerado es rectilineo si y solo si la
velocidad inicial tiene la misma direccion que la aceleracion.

1.- Por ser un movimiento con aceleracion uniforme hemos visto que:
V(t) =V, +a(t—t,)
2.- Por lo tanto, la componente tangencial de la aceleracion sera en este caso:

V(D) gy _ VO O dIn(vVO) ;) dIn(v(0)

— V. +a(t—t
dt gt v | dt i otalt-t)

a,(t) =

3.- Y la componente normal la podemos calcular a partir de la expresion:

~ _dln(v(t)) B ﬁ_dln(v(t))Q_ . ~
a 1 — (t—t,)|a — V, =\, (1)@ — X\, (t)V,

g,(t)+a, (t)=4a (t)=a—3()=

donde A(t) y A,(t) son escalares dependientes en general del tiempo.

4.- Como queremos exigir que el movimiento sea rectilineo la componente normal de la aceleracion
tiene que ser cero. Introduciendo esta condicion en la anterior expresion llegamos a:

a ()= Ma—-x,{t)V,=0=a= Vo = X3 (0)Y,
Esta expresion nos dice que para que el movimiento sea rectilineo la aceleracion tiene que ser igual

al producto de un escalar por el vector velocidad inicial. Dado que el producto de un escalar por un
vector es igual a otro vector con igual direccion que el primero deducimos que la aceleracion tiene

que tener la misma direccion que la velocidad inicial o lo que es lo mismo ambas son paralelas.
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Movimiento uniformemente acelerado

A partir de la velocidad que hemos calculado y utilizando su definicidn
podemos calcular el vector posicion.

V(t)=a(t—t,)+V, = d;it):d () =[a(t—t,)+V, |dt=
= [dr(t) = [[a(t—t,)+V, |dt+K, = [[at - at, + 7, ]dt+K,=a [ tdt+ (7, - at, ) [ dt+K, =
=r(t)=4a %+(\70—a’t0)t+KZ
Supongamos que sabemos que en el instante t, la posicion de la particula es I.
rt=t,)=r, 2 ¢ )
F(t=t,) =a%+(\70—ato)to+|€2 =Ko =l =d (% -ah)t =

= F(t) =+, (t—t))+

S(t=t)
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Movimiento uniformemente acelerado

Si consideramos que el origen de tiempos lo tomamos en t,, es decir, t,=0 nos queda.

05/10/2020
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Ejercicio.- Se tira una pelota desde un edificio de 30m de altura hacia arriba con una velocidad
inicial de 10 m/s de manera que al bajar cae hasta la calle. Calcular el tiempo que la pelota tarda
en llegar al suelo.

a=4g
g =9.81 m/s® =10 m/s?

|

<
o

— ¥

[0 [0 [ 0
[0 [ 0
[ [ [ O
mmomfy,
[ [ 0
M 0
Mmoo
[ 0 m

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Ejercicio.- Se tira una pelota desde un edificio de 30m de altura hacia arriba con una velocidad
inicial de 10 m/s de manera que al bajar cae hasta la calle. Calcular el tiempo que la pelota tarda
en llegar al suelo.

a=0

g =9.81 m/s* ~10 m/s? \70

% 1. Elegimos nuestro sistema de referencia

a, |
— 7
M [ M m X
Mmmm
MOmm
Ommoo|,
Mmmm
Mmmm
MM mm
Mmmm

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Ejercicio.- Se tira una pelota desde un edificio de 30m de altura hacia arriba con una velocidad
inicial de 10 m/s de manera que al bajar cae hasta la calle. Calcular el tiempo que la pelota tarda

en llegar al suelo.

a=0

g =9.81 m/s® =10 m/s?

7oy

U
— B

yA

% 1. Elegimos nuestro sistema de referencia

0

V(t) =V, +at

[0 0 M m
[0 [ 0
[ [ [ O
Mmoo
[ [ 0
M 0
Mmoo
[ 0 m

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

05/10/2020

X 3t =
F(t) = F0+\70t +T

v 2. Escribimos las ecuaciones que dominan el comportamiento
mecanico del sistema y las particularizamos para nuestro caso:

Vy(t) :VO_gt gtz
ya)=vt—gﬁfj_h:VJ{_ C
2
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Ejercicio.- Se tira una pelota desde un edificio de 30m de altura hacia arriba con una velocidad

inicial de 10 m/s de
en llegar al suelo.

manera que al bajar cae hasta la calle. Calcular el tiempo que la pelota tarda

5 — g, 4 1. Elegimos nuestro sistema de referencia
g =9.81 m/s? ~10 m/s’ “\7 2. Escribimos las ecuaciones que dominan el comportamiento
R 0 mecanico del sistema y las particularizamos para nuestro caso:
u, i o
— 8 V(t) =V, +at v, (t) =V, — gt ot
X 3t2 = 2 = —-h=vt —=°
[ MM F(t) = r0+\70t+£ y(t) :vot—ﬂ °
M 0 mm 2 2
[ [0 3. Resolvemos el sistema de ecuaciones.
Mmoo h
[ v+\/v2+4gh
040 V, +4/VZ +2gh
[0 gtcz_votc_hzojtcz 2 _ Yo 0 g
[ M m m 29 g
[ [ 0 M 2
M [] O _10iJ100+600S_1Oi26.4588:>tc=3.646s
uuuuuuuuuuuuuuuuuuu 10 10 tC - _1.646 S
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento uniformemente acelerado.

Ejercicio.- El record mundial de los 100 m lisos es 9,8 s y el de 60 m lisos 6,3 s. Supdngase que el corredor se
desplaza con una aceleracion constante hasta una velocidad maxima que mantiene durante el resto de la carrera.
(a) Calcular la aceleracion. (b) ¢ Cuanto dura el periodo de aceleracién? (c) ¢Cual es la velocidad maxima? (d) El
record de 200 m lisos es de 19,5 s, mientras que para el 1500 es de 205 s ¢ Estos tiempos son consistentes con las
hipotesis anteriores? ¢ Por qué?

Planteamiento La primera parte tenemos un movimiento uniformemente acelerado

X1 4 X, t, gue es comun a las dos carreras.
Carrerade60m +«—>«——> 2
X = x+vt+alt :>x—at ><1—at1 xl—vl—tl@
" - 2 2 = 2
X X
Carrerade 100 M <« » G, V=V, +tat=v=at=v, =ay v, =ay @
La segunda parte es un movimiento con velocidad uniforme diferente
+ X, =60 m para las dos carreras.
@) 7% X, =Vit, (7)
X, +%=100m x,-x,=40m| (3) X=X+t = X=Vt =

= X, = Vt,

@ L+, =63s L=1,=355 @ Restando 7 de 8 y utilizando 3y 4 nos lleva a:

t,+t,=98s X,—X, 4

P e O mis=11.43 mis ©)
t,-t, 3.5

Sumando 5y 7 y usando 1y 2 llegamos a:

vit, v,(t +t,) vt Proyeccion del modelo a las carreras
X1+Xz=7+V1tz= > > de 200 m y 1500 m
Despejando el resto de variables X=X _ g L XX
—~t = 2(X1 + Xz)_vl(tl +t2) — 425 Obtenemos finalmente: t-t, S e A
) = =4,
Vv =2. = _
q t=21s X, =48 m (=214 200-12 .o ¢ .
x, =12 m t,=77s 11.43

1500-12

a=544m/s* x,=88m tisoo = =132.35=2m 12.3s
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Movimiento circular

En el movimiento circular la trayectoria seguida por el sistema es circular, es decir, todos
los puntos de la trayectoria se encuentran situados a una misma distancia R, que se
denomina radio de la trayectoria circular, de un punto que se denomina centro de giro.

De esta definicion podemos deducir dos propiedades del movimiento circular:

1.- Es un movimiento bi-dimensional, es decir, tiene lugar en dos dimensiones.
2.- Se trata de un movimiento acelerado puesto que la velocidad cambia de
direccidn y, por tanto, va a existir como minimo una aceleracion normal al
movimiento cuya intensidad va a ser, tal y como vimos mas arriba:

v: (t)
R

En lugar de utilizar coordenadas cartesianas, para analizar este tipo de
movimiento se utiliza lo que se conoce con el nombre de coordenadas polares en las
cuales cada punto del plano se determina por un angulo y una distancia.

éi (t)| —
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Movimiento circular

En el movimiento circular la trayectoria seguida por el sistema es circular, es decir, todos los puntos de la
trayectoria se encuentran situados a una misma distancia R, que se denomina radio de la trayectoria

circular, de un punto gue se denomina centro de giro.

05/10/2020

De esta definicion podemos deducir dos
propiedades del movimiento circular:

1.- Es un movimiento bi-dimensional, es decir,
tiene lugar en dos dimensiones.

2.- Se trata de un movimiento acelerado puesto
que la velocidad cambia de direccion y, por tanto,
va a existir como minimo una aceleracion normal
al movimiento cuya intensidad va a ser, tal y
como vimos mas arriba:

2
v (t)

R
En lugar de utilizar coordenadas cartesianas, para
analizar este tipo de movimiento se utiliza lo que
se conoce con el nombre de coordenadas polares

en las cuales cada punto del plano se determina
por un angulo y una distancia.

‘é:L(t)‘ -
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Sistema de coordenadas polares.

Para definir este sistema de coordenadas basta con tomar un punto como origen del
sistema y una semi-recta con origen en dicho centro. Cualquier punto del plano se representa
mediante las siguientes componentes:

1.- Una componente en direccion radial representada mediante un vector unitario Gr que
une el origen del sistema de referencia con el punto que se quiere representar, y con
modulo igual a la distancia desde dicho centro hasta el punto en cuestion.

2.- Otra componente perpendicular a la anterior representada por un vector unitario Uy
con médulo igual al angulo que forma la semi-recta que define el sistema de referencia
con la recta que une el centro con el punto en cuestion.
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Sistema de coordenadas polares.

La relacion existente entre los vectores unitarios en coordenadas cartesianas y
coordenadas polares sera

£ L Uy
A U A
| G T
Uy u,
U, U,
U, = cos(0)u, +sin(0)d, U, = —sin(0)u, +cos(0)d,
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Sistema de coordenadas polares.

La ventaja fundamental de utilizar en el plano coordenadas polares frente a coordenadas
cartesianas es que el vector posicion puede escribirse en funcion Unicamente del vector unitario U,

r(t) =R,

De esta forma las magnitudes cinematicas pueden escribirse de forma general en este sistema de
coordenadas como:

dr(t) _ drR(D)d, _ RO,

Vo= dt dt dt
dIZEt) I +R(t)[ sin(6)d X‘I’COS(O)GY]de dzit) i R(t)@ﬁ
av(t) d R do
a(t) = dt dtl dt R(t) \
d2R(t) - dRa)dOA

ZeA do
e T T de R(t) _R(t)[ ] =
[ dRr(t) do
lﬁ_+

0o} 4|

d®o| .
- R(t)_z Uy

dt dt dt dt 75
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Sistema de coordenadas polares.

Obviamente en el caso general no hay diferencia, a nivel de calculo, entre utilizar
coordenadas cartesianas o coordenadas polares. Sin embargo, cuando el movimiento es circular
R(t)=cte las expresiones anteriores se simplifican muchisimo

F(t)= R0,

. do ..

t)=R—

v (t) dtue
. do) .  _d%.
t)=—R|—| . +R—
() [dt] r dtz 0

Sistema de coordenadas polares.

A la derivada del angulo con respecto al tiempo se le conoce con el nombre de velocidad angular y a
su segunda derivada con el nombre de aceleracion angular.

w(t) = ad r(t)=Rad
dt . "
= V(t) = Rwu,
d?0 " "
a(t) = pre3 a(t) = —Rw?(t)d. + Ra(t)d,
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Cinematica. Clasificacion de movimientos. Movimiento circular.

Sistema de coordenadas polares.

Por otro lado,

V(t) = Ruw(t)d, = v(t) = Ru(t) = w(t) = iF:)

3, (f) = —R() = a, =R =
a(t) =4, (t)+4(t) = —Rw’(t)d, + Ra(t)d, = :
9

d (1) =Ra(t)i, = a =Ra=a=

R

Cuando la velocidad angular, o, es constante se dice que estamos ante un movimiento con velocidad
angular uniforme, mientras que cuando la aceleracion angular es constante se dice que estamos ante
un movimiento circular de aceleracion constante.

Ejercicio.- Hallar las ecuaciones para ambos tipos de movimiento.
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Composicion de movimientos. Tiro parabdlico.

En la definicion de las diferentes magnitudes vectoriales esta implicito que el movimiento
en cada una de las tres dimensiones es, en principio, independiente de las otras dos, es decir, el
movimiento en el eje x es independiente de la cinematica en los ejes y y z. Esto nos permite tratar
por separado el movimiento en cada uno de los ejes. Asi, si sabemos que el sistema sufre una
aceleracion constante, en general debemos tomar uno de los ejes de nuestro sistema de referencia en
esa direccion. EI movimiento en ese eje sera un movimiento uniformemente acelerado, mientras que
en los otros dos ejes, no existirA movimiento o estaremos ante un movimiento con velocidad
constante. Un ejemplo que ilustra esta situacion es el conocido como tiro parabdlico. En dicho
movimiento un proyectil comienza el movimiento con una velocidad inicial v, y un angulo de
inclinacion 6 respecto a la horizontal.

I R
= V
0

0
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud.

05/10/2020

Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

)(

X()
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

= v, V,, =V, c0s(0)
~ # Vo, =V, SiN(0)
T/\0
Uy o
X(t
u, (9
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

=V, V,, =V, C0S(B)
~ } Vo, =V, SiN(0)
T/\0
Uy .
X(t
u, ®

Eje X: X =V,,t =V, cos(b)t
== ) ] th
2 Ejey: y=v03|n(6))t—7
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

€> \70 Vo, =V, COS(0)
- V,, =V, sin(0)
u y‘} 0 v (Xe:Y)
u. x(t)

Eje X: X =V,,t =V, cos(b)t
== ) ] th
2 Ejey: y=v03|n(6))t—7
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

€> \70 V,, =V, C0S(6)
A V,, =V, Sin(6)
Uy‘f 0 y (Xr.Ys)
a, X(t)
12 Eje X: X =V,,t =V, cos(b)t
P =iVt = | | qt?
2 Ejey:y=v, sm(e)t—7
. . gt; _ gt, vosin(e)—g—f:O t, _ 2SI
Ejey:y; =V,sin(0)t, _TZO: vosm(e)—7 t, =0= 2 g
t. =0
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

€> \70 Vo, =V, COS(0)
~ Vo, =V, Sin(0)
Uy‘f 0 y (Xr.Ys)
1 x(t )
u, (9
at? Eje x: x =V,,t =V, cos(O)t , ,
F_F gty 9 . 2v; sin(0) cos(6) v sin(20)
r=r+vt+=—=| _ 2 Eje X' X, = o), = =0 — 0
v 2 Eje y:y:vosm(e)t—% Je X:X; =V, cos(O)t, g g
_ _ gt? _ ot, vosin(e)—g—fzo t, =M
Ejey:y; =V,sin(0)t, _TZO: vosm(e)—7 t, =0= 2 g
t, =0
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

€> \70 Vo, =V, COS(0)
~ V,, =V, Sin(0)
Uylk 0 T (Xr.Ys)
1 x(t )
u, (9
at? Eje x: x =V,,t =V, cos(O)t , ,
F_F gty 9 . 2v; sin(0) cos(6) v sin(20)
Fr=r+vt+—=| _ 2 Eje X' X, = 0)t, =0 — 0
v 2 Eje y:y:vosm(e)t—% Je X:X; =V, cos(O)t, g g
_ _ gt? _ ot, vosin(e)—g—fzo t, =M
Ejey:y; =V,sin(0)t, _T:O: v05|n(0)—7 t, =0= 2 g
t, =0

dx; 0 d ( v;sin(20) _ 2v; €0s(20) _
do do g g
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Cinematica. Composicion de movimientos. Tiro parabolico.

Ejercicio: Estimar un valor maximo para el record de longitud. Record del mundo de Mike Powell: 8.95 m

Planteamiento En el salto de longitud es en realidad responde a un
tiro parabdlico en el que la velocidad inicial es la
velocidad con la que llega el corredor al salto.

=V, V,, =V, C0S(B)
~ V,, =V, Sin(0)
u y‘P 0 T (Xr.Ys)
~N t
u, x(t)

Eje X: X =V,,t =V, cos(b)t

Lo o, Gt . 2vZsin(0) cos(0)  v2sin(26)
Fr=n+Vtl+—=1 _ t? Eje x: X, =V, cos(@)t, = =2 =0
% 2 T Ejey: y:vosm(e)t—g7 r = Vo COSO)ty g g
_ _ gt? _ ot, vosin(e)—g—fzo t, =M
Ejey:y; =V,sin(0)t, _T:O: v05|n(0)—7 t, =0= 2 g
t. =0
d 2 - 2 2 l 2 12
X 0= d (v, sin(20) _ 2V, c0s(20) —0e0=45="T rad max(x, ) = Vo _ OO—mlz =102 m
do do g g 4 g 9.8m/s
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