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Resumo

Queiroz, Cleber da Costa . Funcoes e Equacoes Polinomiais Comportamento
da Funcao do 3° Grau . Goiania, 2013. 52p. Trabalho de conclusdo de curso.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho tem por objetivo estudar os métodos algébricos para resolugdo das equagdes
polinomiais onde destinamos um estudo mais aprofundado para as equagdes polinomiais
do 3¢ grau. Inicialmente fazemos uma abordagem dos aspectos histéricos relacionados
as funcdes polinomiais citando alguns dos matematicos que colaboraram para obtengao
desses métodos resolutivos. Destinamos um capitulo ao estudo dos nimeros complexos
e polindmios, os quais sdo de fundamental importancia para o desenvolvimento do tema.
Nosso objetivo ndo foi de aprofundar o estudo de nimeros complexos e polindmios, mas
sim destacar as defini¢des, propriedades e teoremas mais relevantes para a fundamentagao
do trabalho, visto que uma equagdo polinomial possui pelo menos uma raiz complexa
(Teorema Fundamental da Algebra) e que sempre utilizamos os conhecimentos a respeito
das equagdes polinomiais. Por fim, mostramos métodos resolutivos para equagdes polino-
miais até o grau 4, destacando a Férmula de Cardano e o método algébrico para equagdo
do 4° grau, além de fazer um estudo sobre a relagdo entre os coeficientes e as raizes da
equagdo do 3? grau, andlise das raizes da equagdo do 3 grau e estudo sobre o grafico da

fun¢do do 3¢ grau.

Palavras—chave

Equacdes polinomiais, polindmios e nlimeros complexos.



Abstract

Queiroz, Cleber da Costa . Polynomial Functions and Equations Functions
Behavior of 3rd Grade. Goiania, 2013. 52p. Completion of course work.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

This paper aims to study the algebric methods to solve polynomial equations, with a
deeper study about 3" grade polynomial equations. It firstly broaches the historical as-
pects about polynomial functions by mentioning some mathematicians who collaborated
to the obtainment of these resolutive methods. One chapter is designated to the study of
complexes numbers and polynomial that have a great importance to theme development.
The objective was not to deepen in the study of complexes numbers and polynomial, but
to put in relief the definitions, properties and theorems that are considerable to the paper
base, once that a polynomial equation has at least a complex root (Fundamental Theorem
of Algebra) and that we always use the knowledge about the polynomial equations. By
the end, resolutive methods for polynomial equations until 4’ grade are presented, em-
phasizing Cardano’s Formule and the algebric method for the 4™ grade equation, besides
making a study about the relation between the coefficient and the roots of the 3’ grade
equation, analysis of 3" grade equation roots and the study of the 3"/ grade function’s

graphic.

Keywords

Polynomial equations, polynomial and complexes numbers.
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Introducao

Aspectos Historicos

Este trabalho tem por objetivo o estudo analitico das equacgdes polinomiais, res-
gatando os métodos de resolug¢do das equagdes do 1° ao 4° grau. Além disso, visa con-
tribuir para o aprimoramento dos conhecimentos dos interessados nesta drea, acerca das
equagoes polinomiais. Entretanto, para uma melhor compreensao do trabalho produzido
aqui foi fundamental destinar um capitulo para abordar conhecimentos sobre nimeros
complexos e polindmios.

Sabemos que as equagdes algébricas existem a aproximadamente 4000 anos
gracas a registros muitos antigos, os papiros, onde encontramos varias maneiras usadas
para obter suas solu¢des [2]. A partir dos axiomas publicados em Os Elementos de
Euclides que se chegou ao método de resolucdo da equacdo polinomial do 1° grau que
se utiliza até hoje, dando um grande passo para obtencdo do método para resolver as
equagdes do 2° grau [2]. A férmula resolutiva de Bhaskara (1114-1185) na verdade ndo
foi desenvolvida por ele e sim um século antes pelo matemdtico hindu Sridhara que
fundamentou na ideia de reduzir a equacdo do 2° grau para uma equivalente do 1° grau,
necessitando para sua resolugdo a extracdo de raizes quadradas. Para tal feito os hindus se
basearam na técnica de completar quadrados sendo que as operagdes usadas obedeciam
aos axiomas de Euclides [2]. O fato que tanto nlimeros positivos como nimeros negativos
quando elevados ao quadrado resultam sempre em um nimero positivo levou a assumir a
raiz quadrada hora positiva hora negativa onde para cada uma das possibilidades encontra-
se uma raiz. Deve-se levar em conta que, neste periodo, quando encontravam a raiz
quadrada de um ndmero negativo eles concluiam que a equacdo ndo tinha solu¢do. Um
problema cléassico que envolve equacdes do 2° grau € encontrar dois nimeros conhecendo
sua soma e seu produto. Uma vez resolvido o problema das equacgdes do 2° grau, os
matematicos buscavam agora resolver as equacdes do 3° grau.

Por volta de 1510, Scipione Del Ferro, encontrou uma férmula resolutiva para
equagdes do 3° grau do tipo x> + px 4+ ¢ = 0 ndo publicando sua obra até sua morte.
Um de seus discipulos, Antonio Maria Fior, que conhecia o método tenta se apropriar do

mérito de seu mestre. Como na época eram bem comuns desafios entre os sabios, entdo



12

Antonio Maria Fior decide desafiar Nicollo Tartaglia (1499-1557), que era conhecido
pelo seu talento. Tartaglia por ter uma infancia muito pobre sem poder estudar, mas com
muita vontade de aprender destinou a estudar por conta propria com os poucos livros que
conseguia ganhando mais tarde seu sustento como professor. Publicou vdrias obras sendo
marcada sua histdria a partir do desafio proposto por Antonio Fior [2].

O desafio era resolver problemas propostos um ao outro, assim Antonio Fior
conhecendo a solugio de equagdes do 3° grau da forma x> + px + ¢ = 0 apresentaria
questdes relacionadas a ela. Tartaglia aceitando o desafio e mais tarde sabendo que
Antonio Fior conhecia o método para resolver tais equacdes dedicou-se ao estudo dessas
equacdes, mas além de resolver equagdes da forma x> + px + ¢ = 0, encontrou uma
férmula geral para resolver equacdes da forma x> + px> + ¢ = 0. Como Antonio Fior
nao conhecia esse método de resolugdo ndo conseguiu resolver as questdes propostas por
Tartaglia, que consistia em resolver equagdes da forma x> + px? 4+ ¢ = 0, saindo derrotado
[2]. Na verdade Tartaglia encontrou um método para resolver qualquer equagdo do 3° grau,
pois qualquer equagio do 3° grau pode ser escrita na forma x> + px+¢q = 0, bastando fazer
uma substituicdo de varidvel que elimine o termo de grau 2.

Neste mesmo periodo, Gerolamo Cardano (1501-1576) dedicava-se a escrever
um livro sobre Algebra, Aritmética e Geometria. Quando ficou sabendo que Tartaglia
havia encontrado a solugdo para equacgdes do 3° grau foi procurd-lo e pedir para que
revelasse seu método para que pudesse publicd-lo. Mas Tartaglia ndo aceitou, pois ele
mesmo pretendia publicar sua obra. Cardano ndo desistiu e apds vdrias tentativas e
juras conseguiu que Tartaglia revelasse seu método. Cardano trai os juramentos feitos
a Tartaglia e em 1545 publica Ars Magna onde, em sua obra, consta a formula de
Tartaglia, véarios elogios e o fato que anos antes Scipione Del Ferro ja havia chegado
aos mesmos resultados. Esta férmula gerou denuncias e ofensas entre eles ficando mesmo
assim conhecida como Férmula de Cardano. O que ndo imaginaram € que a férmula
trouxesse mais perguntas do que respostas, entre elas, pode-se destacar que ao utilizd-
la encontramos raiz quadrada de um nimero negativo, que na época ainda ndo estava
definida, mesmo a equacdo tendo apenas raizes reais. Somente a aproximadamente
duzentos anos depois foi que Euler propds representar a raiz quadrada de menos um por i
(i = v/—1). Ao aplicar o método de Cardano, Rafael Bombelli (1526-1572) percebeu que
sua resolugdo sempre revelava raizes estranhas além das raizes reais. Cardano também
tinha deparado com essa situacdo, ndo fazendo nenhum aprofundamento sobre o tema.
Bombelli ao contrario de Cardano estudou formas de opera¢des com esse tipo de raizes
estranhas dando origem aos primeiros esbo¢os para criacio do conjunto dos nimeros
complexos [2].

Cardano, quando desafiado por Zuanne de Tonini da Ci, foi lhe proposto que

resolvesse uma questdo que envolvia a equacio x* + 6x?> — 60x + 36 = 0, apSs intimeras



13

tentativas Cardano, ndo obtendo €xito, acaba passando a questao para seu aluno Ludovico
Ferrari (1522-1560) que acabou encontrando a férmula para a solu¢do da equacgdo geral
do 4° grau. Esta férmula também foi publicada por Cardano em seu livro Ars Magna [2].

Com essa férmula surge a divida como uma equacdo do 2° grau possui duas
raizes e a do 4° grau possui quatro raizes, entdo uma equacdo de grau n possuiria n
raizes? Foi apenas em 1.799 que o brilhante matemdtico alemdo Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) apresentou como sua tese de doutorado o famoso Teorema Fundamental da
Algebra. Este teorema dizia que toda equagio polinomial tem ao menos uma solugio no
campo dos nimeros complexos, seja a esta solucdo, e fazendo as sucessivas divisdes do
polindmio pelo bindmio (x — a), obtemos uma decomposi¢ao em n fatores, sendo que n é o
grau do polindmio. Ficou assim provado que todo polindmio de grau n, possui exatamente
n raizes, contando com as suas multiplicidades [2].

Apds a descoberta da solugcdo das equagdes do 4° grau por Ferrari, o desafio
agora para os matematicos passou a ser encontrar um método para equacdes do 5° grau.
Muitas tentativas foram realizadas, mas nenhuma com &xito. Niels Henrik Abel (1802-
1829) acreditou que havia encontrado tal método, porém ele mesmo percebeu que sua
solucdo estava errada. E, apds muito trabalho, por volta de 1823, demonstrou que de
um modo geral é impossivel resolver equacdes do 5° grau utilizando apenas operagdes
algébricas, a ndo ser os casos particulares. Foi Abel quem demonstrou o teorema O
polinomio geral de grau n ndo é soliivel por radicais se n for maior ou igual a 5, que
hoje é conhecido como Teorema de Abel-Ruffini. Evariste Galois (1811-1832), assim
como Abel, acreditava que conseguira encontrar uma solucao geral para as equacdes do
5° grau chegando as mesmas conclusdes de Abel, com um diferencial enquanto Abel usou
apenas operacoes algébricas para demonstrar a impossibilidade de uma solugdo geral para
tais equacoes, Galois criou a Teoria dos Grupos para fazer tal demonstracdo. Além disso,
a Teoria de Grupos de Galois, ndo prova apenas que as equagdes de grau superior a 4 ndo
podem ser resolvidas em geral por métodos algébricos, mas também porque as de grau
inferior a 5 podem ser resolvidas usando estes métodos [2].

Em um curso a nivel de Mestrado Académico em Matematica, os alunos cursam
a disciplina de Algebra Abstrata ou Algebra Moderna onde estudam sobre a Teoria de

Grupos. Para aqueles que se interessaram pelo tema indicamos [3] como referéncia.



CAPITULO 1

Numeros Complexos e Polinomios

Nas secoes seguintes faremos um estudo ndo muito aprofundado sobre os
nimeros complexos. Para maiores informagdes indicamos as referéncias [1], [5], [6], [7] e
[12].

1.1 Os Nameros Complexos

Existem vérias maneiras de construir o conjunto dos nimeros complexos, mas
sempre conduzem para uma extensao do conjunto dos nimeros reais com a inten¢do de

inserir um elemento i, tal que:
i=+v—1.

O fato da equagdo polinomial x> + 1 = 0 néo ter solug¢io em R, foi um motivo

para a criagdo do conjunto dos nimeros complexos (C).

1.1.1 Definicao de Nimeros Complexos

Definicao 1.1 - Um niimero complexo z é escrito na forma de um par ordenado (a,b),
onde a,b € R, ou na forma z = a+ bi. Em termos de notagcdo de conjunto usa-se a letra

C para designar o conjunto dos niimeros complexos e a notagdo é:
C={z=(a,b)lacRebeR}ouC={z=a+bilacRebecR}.

Observacoes:

(1) A parte real de z é representada por Re(z) = a e a parte imagindria de z é
representada por Im(z) = b,

(2) Quando b = 0 implicard em z = a, dizemos que z € um nimero complexo real,

(3) Quando a = 0 implicard em z = bi, dizemos que z € um nimero imagindrio puro,

(4) Quando a =0e b =1 implicard em z = i, dizemos que z € a unidade imagindria do

conjunto dos nimeros complexos.
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1.1.2 O Plano Complexo

Podemos representar os nimeros complexos no plano cartesiano, pois pela
Defini¢do 1.1 todo nimero complexo pode ser escrito na forma de um par ordenado. A
esse plano cartesiano damos o nome de plano complexo ou plano de Argand-Gauss. Entdo
podemos olhar os pontos do plano cartesiano como o conjunto dos nimeros complexos
C.

Com este olhar os eixos x e y do plano cartesiano sdo denominados, respecti-
vamente, por eixo real e eixo imagindrio do plano complexo. O eixo real € composto
por nimeros complexos da forma z = a (nimero complexo real), e o eixo imagindrio é

composto por nimeros complexos da forma z = bi (nimero imagindrio puro).

A
Im

Y

a Re

Figura 1.1: Representacdo de um niimero complexo z no Plano
Complexo.

Definicao 1.2 Seja um niimero complexo z representado por z = a-+ bi, com a,b € R. Seu
conjugado é dado por 7 sendo representado por 7 = a — bi. No plano complexo 7 e 7 sdo

simétricos em relacdo ao eixo real.

A
Im
Bl_ _ _ _ _z
|Z] |
|
I | .
@ Re
1Z| '
bf- - — — 3

Figura 1.2: Representacdo de um niimero complexo z e seu conju-
gado 7 no Plano Complexo.

Definicdo 1.3 O niimero real |z| é o médulo do niimero complexo z, ou seja, a distdncia

de z até a origem, portanto
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o] = Vi T 2.

Definicao 1.4 Dizemos que dois niimeros complexos z1 = a+ bi e 7o = ¢+ di sdo iguais,
ou seja, 71 = 7o se suas respectivas partes real e imagindria sdo iguais, isto é, a =c e

b=d.

1.1.3 Operacoes com Nimeros Complexos

Considere os nimeros complexos z; = a+ bi e zp = ¢+ di. Temos as seguintes

operagoes:

(01) ADICAO
A adicdo de z; e zp se obtém pelas somas de suas respectivas partes real e

imagindria, ou seja,
21+ =(a+c)+ (b+4d)i.

(02) SUBTRACAO
A subtragdo de z; e 72 se obtém pelas subtragdes de suas respectivas partes real e
imagindria, ou seja,

z71—n=(a—c)+(b-d)i

(03) MULTIPLICACAO

A multiplicagdo de z; e zp € obtida aplicando a distributividade e agrupando as

partes real e imagindria. (Lembre-se que i = —1)

21-22 = (a+bi)(c +di) = z1 - 20 = ac + adi + bci + bdi?
21-22 = (ac — bd) + (ad + bc)i.

(04) DIVISAO
A razdo entre 71 e 7p € obtida multiplicando-se o numerador € o denominador pelo
conjugado do denominador, isto €, (lembre-se que z; = ¢+ di seu conjugado € dado
por 73 = ¢ — di)
2z 4 (a+bi)(c—di)  z1_ (ac+bd)+ (bc—ad)i

n 2m 2 (ct+di)(c—di) Tz 2+ d2
21 _ac+bd bc—ad.

P B L Bk

Exemplo 1.1 Dados 71 =4+ 5i,20 =5 —2i e z3 = —1 — i, determine:

(a) z1+z22+23
Desenvolvendo as operagcoes com niimeros complexos chegamos a igualdade
a+n+uz=4+5)+05-2)+(-1—-i)=@+5-1)+(5-2—-1)i=8+2i



1.1 Os Niimeros Complexos 17

(b) z1—22—23
Desenvolvendo as operacdes com niimeros complexos chegamos a igualdade
2—2—-3=0@4+5)—-5-2)—(-1-i)=@-5+1)+(5+2+1)i=8.
(c) z1-22
Desenvolvendo as operagcoes com niimeros complexos chegamos a igualdade
21°22=(4+50)-(5-2i))=(4-5-5(-2))+ (4(=2)+5-5)i

z1-22=(20+10) 4+ (—8+25)i =30+ 17..

<1

22

Desenvolvendo as operacoes com niimeros complexos chegamos a igualdade

2 4450 4-5+45-(=2) 5-5-4(=2). 10 33

2 5-2i  524(-2)2 ' 524 (22 '~ 29 29"

(d)

1.1.4 Propriedades das Operacoes com Nimeros Complexos
Considere os nimeros complexos z1 = a+ bi, z2 = c+di e z3 = e+ fi. Temos:

(1) O conjunto dos nimeros complexos em relagdo a adigdo, possui as seguintes

propriedades:

(A;) COMUTATIVA: 2| + 25 = 25+ 21,

(A2) ASSOCIATIVA: z; + (224 23) = (z1 + 22) + 23,

(A3) ELEMENTO NEUTRO: Existe um elemento z, = 0 de C, denominado ele-
mento neutro, tal que, Vz € C, z+ 2z, = 2. +z7=12,

(A4) ELEMENTO INVERSO: Todo elemento de C é simetrizdvel em relagio a
adicdo, ouseja,Vze€ C,37€C:z+7 =7 +z=2z.

(2) O conjunto dos numeros complexos em relacdo a multiplicagio, possui as seguintes

propriedades:

(M;) COMUTATIVA: z; - 25 = 25 - 21,

(My) ASSOCIATIVA: 71 - (z2-23) = (21-22) - 23,

(M3) ELEMENTO NEUTRO: Existe um elemento z, de C, denominado elemento
neutro, tal que,Vz € C,z-z, =2,-2=72,

(M4) ELEMENTO INVERSO: Todo elemento de C é simetrizdvel em relagdo a
multiplicagio, ouseja,Vz € C,3z ' €C:z-z7 ' =771 2=2,, comz#£0+0i,

(Ms) DISTRIBUTIVIDADE: z; - (z0+2z3) = 2122+ 21 - 23-

Com as operacdes usuais da adi¢do e multiplicagdo definidas, temos que o

conjunto dos nimeros complexos é um Corpo, sendo representado por (C, 4+, -).
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1.1.5 Forma Trigonométrica ou Polar dos Numeros Complexos

Além da forma cartesiana (a,b) e a forma algébrica (a + bi) podemos escrever
um nimero complexo em sua forma trigonométrica ou polar. Para isso, dado z = a + bi

tendo médulo |z|, com |z] # 0, e argumento 6 (0 < 6 < 2m), valem as relagdes:

[
-

a Re

Figura 1.3: Mddulo e argumento de um niimero complexo.

b b b
tan® = — = O =arctan—, sen®=-— = b =z|senB e cosO = L sa= |z| cos 6.
a a |z| |z|
Das igualdades acima, temos
z=a+bi= z=|z|cos®+ (|z|sen)i = z = |z| (cos O + isend).

Portanto a forma trigonométrica ou polar de z € dada por
7z =z| (cos 0 + isen).
Observagoes:

(i) Sea=0eb>0,entdo 6 =7,
(i1) Sea:0eb<0,ent509:37“,
(iii) Seb=0ea >0, entdo 6 =0,
(iv) Seb=0ea<0,entdo 6 =m.

Exemplo 1.2 Determine a forma trigonométrica ou polar dos niimeros complexos

abaixo.

(a) z=24+72i
Para determinar a forma trigonométrica ou polar procedemos da seguinte maneira.
7| =V22+22=2V2 e 0= arctan% = arctan 1 = %, entdo
2= |z| (cos @ + isenB) = z = 2v/2[cos(F) + isen(Z)].

(b) z=1++/3i
Para determinar a forma trigonométrica ou polar procedemos da seguinte maneira.
Izl =1/124+(V3)2=V4=2 ¢ 0= arctan\/T§ = arctan/3 = %, entdo
2= |z| (cos @ + isenB) = z = 2[cos(§) +isen(5)].
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(c) z=~3+i
Para determinar a forma trigonométrica ou polar procedemos da seguinte maneira.
Izl =1/(V3)24+12=V4=2 ¢ 0= arctan\/i§ = arctan‘/Tg = %, entdo
7= |z| (cos® +isenB) = z = 2[cos(§) +isen(g)].

1.1.6 Formula de Moivre

A seguir vamos estabelecer a Formula de Moivre a qual tem importancia quando
se deseja calcular raiz n-ésima de um nimero complexo, a serem calculadas posterior-

mente.

Teorema 1.1 Dado um niimero complexo z = |z| (cos 0 + isen®), ndo nulo, e n € N, entdo
7" = |z]" [cos(nB) + isen(nb)). (1-1)

Prova.

Provaremos o resultado usando o principio da indugao.

(a) Para n =0, temos

(i =1,
(ii) |z[°[cos(0-8) + isen(0-0)] = 1(1+0i) = 1.
De (i) e (ii), temos que a expressdo 1-1 é valida para n = 0.

(b) Admitamos que a expressao 1-1 seja valida para n = k, ou seja,
2 = |2|F [cos(kB) + isen(k0)).

(c) Provaremos que a expressao 1-1 € vélida paran = k+ 1, assim,
1 = 7z = [|z|* [cos(kB) + isen(k®)][|z| (cos ® + isend)]
= (|2[¥|2]) [cos (k® + ) + isen (kB + 6)]
= 2] [cos(k+1)0 + isen(k +1)6].

Exemplo 1.3 Dado z = 2[cos(E) + isen(E)], determine o valor de z°.

Usando a expressdo 1-1 e substituindo n = 3, temos

2 =23 [cos(%") -l—isen(%n)], entdo obtemos 7> = 8[cos(%) + isen(%)).

1.1.7 Raiz n-ésima de um Namero Complexo

Definicdo 1.5 Dado um niimero complexo z, denotamos sua raiz n-ésima por /z. O

niimero complexo ® é a raiz n-ésima de z se ' = z. Temos:
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V== 0"=z

Teorema 1.2 Dado um niimero complexo 7 = |z| (cos 0 + isen®) e um niimero natural n,
com n > 2, entdo existem n raizes n-ésimas de 7 e elas sdo da forma

0 2k 0 2k
O, = {'/H |:cos (——l——ﬂ:) +isen (—+—n>:|,
n n n

n
ondek=0,1,2,--- n—1.

Prova.

Procuramos ® na forma trigonométrica, isto €,
® = r(cosa+ isena.). (1-2)

Da Defini¢do 1.5, temos que
V=0 0" =z,
isto é, ®" = r"*[cos(na) + isen(na)|. Portanto
r*[cos(na) + isen(na)| = |z| (cos O + isend).
Da expressdo acima concluimos que:

(1) r"=|z|. Assim, r = {/|z|,

(2) cos(na) =cos® e sen(na) = senB. Assim, not = 0+ 2kn = o0 = % + 2kx

et
Substituindo os resultados encontrado em (1) e (2) na expressdo 1-2, obtemos a igualdade
0 2km 0 2km
o = +/|z| [cos | —+— ) +isen| —+—]|.
Agora devemos mostrar que existem n raizes n-ésimas de z. Sabemos que 0 < 0 < 2w e
determinaremos os valores de k para os quais obtemos valores de o compreendidos entre

0 e 27m. Temos:

k=0=o0="2

_ _ 0 2
k—1:>06—ﬁ—|—7n,
_ _ 06, 4
k—2=>0(—5+7n,

k:n—lia:%+2’t(’;l),

_ _ 6 2nt __ 0O
k—n:>06—ﬁ+7—5+27l:.

Para k = n encontramos um valor congruente ao valor encontrado para k = 0. O

mesmo ocorrerd para k =n+ 1,n+2,n+3,.... Assim, existem n valores de k diferentes
que determinam n valores diferentes para o. Portanto, esses n valores de o ddo origem a

n valores distintos para .
OJ
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Exemplo 1.4 Determine as raizes ctibicas de z = 8.

Temos que determinar o valor de ® = \3/2, ou seja, M = /8. Entdo

W, = {’/m [cos (% + an) +isen (e + ZkR)} comk=0,1e2.
Comob=0ea>0, entdo=0.

O médulo de 7 é: |z| = /8% + 02 = 8. As raizes sdo dadas por:

0= V8 [cos (% ) +isen (g + zg“)}, entdo @y = 2[cos0+ isen0).
Portanto: g =
o = v/8 [cos (

2
0
3
Portanto: ® =2
0
3

+
(1
24 +ioen 3+ 242, enido 01 =2 s () ien (3]
422

s“wm@ﬁ?ﬂw@%ﬂhﬂ%ﬁm@”
Z

=2, Oy =—14+iV/3 e om=—1—iV/3.

Interpretacio geométrica. Observamos, do exemplo acima, que as trés raizes tem o
mesmo médulo {‘/E =2, portanto, sdo pontos de uma circunferéncia de raio 2 e centro
na origem. Da expressao 3 9 4 2z 2]‘“ conclui-se que as raizes sdo trés pontos distintos, sobre
a circunferéncia, separados por um arco de medida 2?”

Assim, as raizes cubicas de z = 8 sdo vértices de um triangulo equilétero inscrito
em uma circunferéncia de raio 2 e centro na origem.

Analisando a expressao das raizes n-ésimas de z, dadas por

2k 2k
o = /7| [cos (9 + _n) + isen (9 + _75>] ,
non n

n

concluimos que ®; sdo vértices de um poligono regular inscrito na circunferéncia de

centro na origem e raio {/|z|. Ver Figura 1.4.

Figura 1.4: Representagdo geométrica das raizes ciibicas de z = 8.
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1.1.8 Raiz n-ésima da Unidade

Da expressao

0 2k 0 2k
O, = {’/H{cos (Z+7n) +isen <;+_n)]’

n

2k 2k
Wy, = Cos (_75) +isen (_n) , (1-3)
n n

onde k € N. Os @ na expressao 1-3 sdo chamados de raizes n-ésimas da unidade.

com z = 1, temos

Exemplo 1.5 Determine as raizes ctibicas da unidade.
Temos a expressdo ®; = cos (an) +isen (an) comk=0,1e2.

As raizes sdo dadas por:

Mo = oS (2 g ”) isen ( ) ou seja, Wy = cos 0+ isenO.
Portanto: p = (1+i-0) =1,
®] = Ccos (Zén) + isen (2 3°), ou seja, W] = cos (27“) + isen (%")
Portanto: ®1 = —5 L. \/7§
W) = Ccos (2 2“) + isen (2%7:) ou seja, M, = CoOS (47“) + isen (4?“)
Portanto: 0, = —% —1i- g
As raizes cubicas de z =1 sdo:

=1, 0= —%—Fi\/Tg e 032:—%—i\/7§.

O leitor pode testar como exercicio que (@) = (1)> = ()3 = 1.
Observacao

Dado um nimero complexo z, se ® € uma raiz cibica de z, entdo as raizes
cubicas de z, podem ser obtidas multiplicando ® pelas raizes cibicas da unidade, ou seja,

0 =1-0, 0 :(_%‘f’l\/Tg)(D (¢ 0*)2:(_%_1@)0)

1.2 Polinomios

Nas secOes seguintes faremos um estudo ndo muito aprofundado sobre

polindmios e equagdes polinomiais. Para maiores informacdes indicamos as referéncias

[4], [6], [7], [11] e [12].

1.2.1 Definicao de Polinomio

Definicao 1.6 Definimos polinomio na varidvel x a fungcdo dada por

P(x) = apx" + ap1 X"+ 4 apx* + a1x + ao,
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com a, # 0, onde os coeficientes a,an—1,---,az,a1,a0 € C, ap é denominado termo
independente e n € N. O grau do polinémio P(x) é dado pelo maior expoente da varidvel

X.

Observacoes

(1) Sen =0, entdao P(x) = ay,
(2) Sea,=a,—1=---=ar)=a; =ap =0, entdo P(x) = 0 é denominado polindmio

nulo.

Definicao 1.7 Valor numérico de um polinémio é obtido pela substituicdo da vardvel
x por um nimero o € C e fazendo as operacées devidas, ou seja, se P(x) = apx" +
an 1 X"V aox® + ajx +ag é um polinémio, entdo P(0L) = a0 +a, 1o - 4

02 + a0+ ag é o valor numérico do polinémio P(x) para x = Q.

Exemplo 1.6 Dado o polinémio P(x) = 3x* — 5x> +2x* — 6x + 10 determine seu valor
numérico para x = —1.

O valor numérico é obtido substituindo a varidvel x por —1 no polinomio e realizando as
operagoes devidas, assim,

P(—1)=3(—D*=5(=1+2(=1)2=6(=1)+ 10 =3 +5+2+6+10 = 26.

Portanto, P(—1) = 26.

Definicdo 1.8 Dado um polindmio P(x), dizemos que o niimero complexo 0 é raiz do

polindémio, se e somente se, P(ap) = 0, ou seja,
P<OC0) = anOCS +an—10(8_1 +--- +020% 4+ a0, +ag=0.

Exemplo 1.7 O niimero 2 é raiz do polindémio P(x) = 2x> — 5x*> 4+ 3x — 2, pois P(2) = 0.
Substituindo x = 2 em P(x), temos

P(2) =2(2)>-5(2)>+3(2) — 2. Logo P(2) = 16 —204+6 —2 = 0.

Portanto, P(2) = 0.

Definicdo 1.9 - Dados os polinomios P(x) e Q(x), dizemos que sdo polindmios iguais

quando assumem o mesmo valor numérico para VYo € C. Indicamos por
P(x) = O(x) & P(0)) = O(a),Va € C.

Defini¢do 1.10 Dado um polinémio P(x) = a,x" + ap 1 X"V aox® 4 arx + ao,

definimos o polinémio derivada por P'(x), definido por
P (x) = na,xX" ' 4+ (n— Da,_1x" 2 +--- +2ax +a; +0.

Para determinar a derivada segunda do polindmio P(x) devemos realizar o mesmo

processo sobre o polinomio P (x), e assim, sucessivamente.
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Exemplo 1.8 Determine o polinomio derivada dos seguintes polinomios abaixo.

(a) P(x) =x*+8x> —9x* +7x— 10

Usando a Definicdo 1.10, obtemos

Px)=dx* 1 43.83 1 —2.9x27 1 4 1.7~ —0 = 4a3 +-24x2 — 18x +7.
(b) O(x) = —3x° +3x> +9x

Usando a Definicdo 1.10, obtemos

Q'(x) =—-5-30"1+3-33 1+ 1.9x! 7! = —15x* + 9x2 +-9.
(c) R(x) =2x> +8x*> —5x—8

Usando a Definicdo 1.10, obtemos

R(x)=3-23"142-8x>1 —1.5x1"1 —0 = 61>+ 16x - 5.

Definicao 1.11 Chamamos de equacdo algébrica ou polinomial toda equagdo que pode

ser escrita na forma P(x) = 0, onde P(x) representa um polinémio, dado por
P(x) = apX" 4+ ap 1 X" '+ 4 axx? + a1x+ ay,

com a, # 0, onde x € C e ag,ay,---,a,—1,a, sdo os coeficientes da equagdo algébrica e

n € N*, cujo maior valor de n determina o grau da equagdo polinomial.

Definicao 1.12 Raiz de uma equacdo polinomial é um niimero 0y, 0y € C, tal que
P(0g) = 0. Ao conjunto de todas as raizes da equacdo polinomial damos o nome de

conjunto solucdo da equacado.

Definicao 1.13 Sejam os polinomios na varidvel x

P(x) = apX + ap1 X"+ + axx® + a1x+ap,
Q(.X) = bnxn + bn—l)CrF1 +-- 4 b2X2 + b1x+ bo.

Denominamos sua soma, P(x) + Q(x), pelo polinémio
P(x)+0(x) = (an+bu)X" + (an_1+by_1)X" 144 (az+by)x* 4 (a1 + b1 )x+ (ao +bo).

Exemplo 1.9 Sendo P(x) = 4x> 4+ 5x* +2x+7 e Q(x) = x> + 2x* — 5x — 8 sua soma é
dada por
P(x)+ Q)= @4+ D+ (5+2)x>+(2-5)x+(7-8)

P(x)+Q(x) = 5> +7x* = 3x — 1.

Definicao 1.14 A multiplicacdo de dois polindmios na varidvel x é definida da seguinte

forma:

(i) Primeiro multiplicamos todos os pares de termos, um de cada polindomio, com n

iguala O, 1, 2,---nemiguala0, 1, 2,---,m
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X"t - by X™ = apb XM,

(ii) Agora somamos os coeficientes das poténcias de x com mesmo expoente
axP 4+ bxP = (a+b)xP.

Exemplo 1.10 Sendo P(x) = 2x+3 e Q(x) = x> +2x + 1, seu produto é dado por:
P(x)-Q(x) = (2x+3)(x* +2x+1)

P(x) - Q(x) = (2x)(x?) + (2x) (2x) + (2x) (1) + (3) (¥*) + (3)(2x) + (3) (1)
P(x)-Q(x) = 2x° +4x? +2x+3x* + 6x+3
P(x)- Q(x) = 2x> + 7x> +8x+ 3.

1.2.2 Propriedades das Operacoes com Polinomios

Sejam P(x),Q(x) e R(x) trés polindmios na varidvel x, com x € C, temos:

(1) Os polindmios em relac@o a adigdo, possui as seguintes propriedades:

(A1) COMUTATIVA: P(x)+ Q(x) = Q(x) + P(x),

(A2) ASSOCIATIVA: P(x) + [Q(x) +R(x)] = [P(x) + Q(x)] + R(x),

(A3) POLINOMIO NEUTRO: Existe um polindmio P,(x) denominado polindémio
neutro ou nulo, tal que, P(x) + P,(x) = P.(x) + P(x) = P(x),

(A4) POLINOMIO INVERSO: Todo polindmio é simetrizdvel em relacio a adicdo,
ou seja, V P(x), 3 [—P(x)]: P(x) +[—P(x)] = [-P(x)] + P(x) = P.(x).

(2) Os polindmios em relacdo a multiplicacdo, possui as seguintes propriedades:
(M) COMUTATIVA: P(x)-Q(x) = Q(x) - P(x),
(M) ASSOCIATIVA: P(x)-[Q(x)-R(x)] = [P(x) - O(x)] - R(x),
(M3) POLINOMIO NEUTRO: Existe um polinémio P,(x) = 1, denominado
polindmio neutro da multiplicacdo, tal que, V P(x),
P(x) - Pa(x) = Py (x) - P(x) = P(x),
(M4) DISTRIBUTIVIDADE: P(x) - [Q(x) +R(x)] = P(x) - Q(x) + P(x) - R(x).

O conjunto dos polindmios com as operacdes de adi¢do (+) e multiplicacdo por

escalar © € um espaco vetorial.

1.2.3 Polinomios Iguais
Teorema 1.3 Os polinémios

P(x) = anx"+a, 1x" '+ dax® faix+ag e
O(x) = byx" + by 1 X" 4+ 4+ box? + byx + by
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sdo iguais se, e somente se, os coeficientes dos termos de mesmo grau sdo iguais, ou seja,
P(x) = Q(X) = a, = bn, a1 = bnfl, s, dp = bz, a) = bl, aop = by.

A demonstrac@o do teorema encontra-se, por exemplo, em [12], pagina 74.

Exemplo 1.11 Dados os polinémios
Px)=x>+(a+2)x* =7x+9 e Q(x)=x>+8x>—Tx+3b-5,

determine os valores de a e b para que se tenha P(x) = Q(x).

Para que os polinomios sejam iguais devemos ter
a-+?2 =38, portanto a = 6,

14
3b—35=09, portanto b = 3.

1.2.4 Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 1.4 Todo polinomio complexo de grau maior ou igual a 1 possui pelo menos

uma raiz complexa.

A demonstracdo do teorema encontra-se, por exemplo, em [1], pagina 107.

1.2.5 Divisao de Polinomios

Definicao 1.15 Considere dois polinémios P(x) e Q(x) # 0, com grau de P(x) maior que
grau Q(x). Fazer a divisdo de P(x) por Q(x) é determinar dois polinomios q(x) e r(x), tal

que satisfacam as seguintes condi¢oes:

(1) P(x) = Q(x)q(x)+r(x),
(II) grau de r(x) menor que o grau de Q(x).

Caso r(x) = 0, dizemos que a divisdo é exata e que P(x) € divisivel por Q(x).

Teorema 1.5 Teorema do Resto
O resto da divisdo do polinémio P(x) por (x — a) é igual ao valor numérico de

P(x) em a.

Prova.

Pela definicdo de divisdo de polindmios, temos que

P(x) = (x—a)q(x) +r(x), (1-4)
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onde g(x) é o quociente e r(x) é o resto da divisdo. Temos que o grau de (x —a) é
um, portanto o grau de r(x) é zero ou r(x) = 0. Assim podemos concluir que r(x) é um
polindmio constante. Usando a igualdade 1-4, obtemos

P(a) = (a—a)q(a)+r(a), ou seja, P(a) =0-q(a)+r(a). Entdo, P(a) = r(a) =r.
Portanto P(a) =r.

Teorema 1.6 Teorema de D’Alembert.

O polinémio P(x) é divisivel por (x — a) se, e somente se, a é raiz de P(x) = 0.

Prova.
Pelo teorema do resto, temos que P(a) = r, entdo:

(=) pela hipétese temos que P(x) é divisivel por (x —a), entdo

r=0= P(a) = 0= aéraiz de P(x).
(<) pela hipétese temos que a € raiz de P(x), entdo

P(a) =0=r=0= P(x) é divisivel por (x —a).

1.2.6 Teorema da Decomposicao

Teorema 1.7 Todo polinémio P(x) de grau n, com n > 1, pode ser escrito na forma
P(x)=ap(x—x1)(x—x2)(x —x3) -+ (x = xp—1) (x — Xp),

onde X1,X3,X3,*+,Xy—1,X, s4o as raizes de P(x) = 0.

Prova.
Seja P(x) = apx" +ap,_1x" ' +--- + apx’® + a;x + ag, com x € C. Pelo Teorema
Fundamental da Algebra (T.F.A.), o polindmio P(x) admite pelo menos uma raiz com-

plexa. Entéo se x; for essa raiz P(x) é divisivel por (x —x;), ou seja,
P(x) = (x —x1)Q1(x). (1-5)

Em 1-5 Q;(x) é um polindmio de graun— 1. Se n— 1 > 1, entdo Q; (x) possui pelo menos
uma raiz complexa. Seja x essa raiz, assim Q;(x) é divisivel por (x —x,), entdo podemos

escrever Q1 (x) = (x —x2)Q2(x). Substituindo Q] em 1-5, temos que

P(x) = (x—x1)(x —x2)Q2(x). (1-6)
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Em 1-6 Q> € um polindmio de grau n — 2. Portanto aplicando o Teorema Fundamental da

Algebra sucessivamente, obtemos

P(x) = (x —x1)(x —x2) -+~ (x = %) Qn ().

Devemos fazer o processo até encontrar Q,(x) com grau nulo, ou seja, até obtermos a

seguinte igualdade
(x—x1)(x—x2) -+ (x = %) O (%) = @pX* + a1 X" '+ +apx® +ajx+ap.
Da igualdade acima, temos Q,(x) = a,. Logo,

P(x) =ap(x—x1)(x—x2) -+ (x — xp).

O
1.2.7 Teorema das Raizes Racionais
Teorema 1.8 Seja o polinomio
P(x) = apx" 4+ ap, 12"+ 4 axx® + a1x+ ay,
an # 0, com n > 0 e coeficientes ap,a,—1,---,a2,ay,a0 € Z. Se 5, com p,q € 7%,

mdc(p,q) = 1, é uma raiz racional do polindmio com, entdo p é divisor de ag e q é

divisor de a,,.

Prova.

Como £ € raiz do polindmio, temos P(Z) = 0. Entdo

P(g) = an(%)n +an—1 (l?;)nfl + - +612(§)2 +a (5) +ag=0.
Multiplicando por ¢”, obtemos
anp"+ an—1p"'q+ - +arp*q"* +a1pg" ' + apq" = 0.

Dai, podemos escrever

= —awp’q" —aipg"? — apg"")

n—l).

anp" = q(—an1p""
aoq" = p(—anp" ' —ay_1p" 2q— - —arpq" "t —aiq

Portanto, g | a,p™ e p | apg". Como mdc(p,q) = 1, temos que ¢ | a, e p | ap.
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1.2.8 Teorema das Raizes Complexas
Teorema 1.9 Seja o polinomio
P(x) = apx" +ap_1x" 1 -+ axx? + ax + ao,

ay # 0, com coeficientes reais. Se o niimero complexo z = a+ bi (b # 0) é uma raiz da
equagdo polinomial, entdo o complexo conjugado 7 = a— bi (b # 0) também serd raiz da

equacdo polinomial.

Prova.

A equagdo polinomial é dada por
anX" + ap_1xX" 14+ arx® +ax+ag = 0.

Da hipétese, temos que z = a+ bi (b # 0) é raiz da equagdo polinomial acima, isto é,
P(z) = 0. Assim,

an "+ an_ 17"+ arg? +az+ayg=0.

Tomando o conjugado em ambos 0os membros da equacio acima, temos

"+ an12"" 1+ -+ a2 +az+ap = 0.

Usando as seguintes propriedades do conjugado: z; + 22 = 71 + 25, kz = kZ, onde k é uma

constante e 77 = (Z)", obtemos as igualdades

nZ" +an 12"+t +az+ag =0,
'+ ap 127 @ +az+ag =0,
a,(2)" +a, 1)+t ax@)?+az+ag=0.

Portanto, temos P(Z) = 0, ou seja, Z = a — bi também ¢é raiz da equagio polinomial.



CAPITULO 2

Equacoes Polinomiais

2.1 Meétodo para Resolver uma Equacao Polinomial

Existem métodos numéricos para a resolu¢do de equacdes polinomiais, um
exemplo é o método de Newton. Aqui desenvolveremos os métodos algébricos para
equacdes polinomiais até do 4° grau. Mostraremos aqui esses métodos praticos fazendo
um estudo mais aprofundado das equagdes polinomiais do 3° e 4° graus.

Nas secOes seguintes faremos um estudo dos métodos algébricos. Para maiores

informacdes indicamos as referéncias [4], [9], [10] e [12].

2.1.1 Equacao do 1° Grau

Uma fung¢@o polinomial do 1° grau
f(x) =ax+0b,

com a,b € R e a # 0. Para determinar a raiz da equacao associada, f(x) = 0, facamos

ax+b = 0. Somando —b em ambos os membros da equacdo obtemos ax+b —b = —b,
assim ax = —b. Agora multiplicamos ambos os membros da equagdo por é obtendo
1 _ 1 _ _b
4 -ax=—b- . Portanto x = — 7.

O valor de x esta determinado em funcdo dos coeficientes a e b sendo que o resultado

encontrado € necessariamente a raiz procurada.

Exemplo 2.1 Determine a raiz de 5x —9 = 0.

A raiz procurada é obtida fazendo x = —g. Substituindo os valores de a =5 e
b = -9, obtemos x = —%. Portanto x = %.

2.1.2 Equacao do 2° Grau

Uma fung¢@o polinomial do 2° grau

f(x) =ax* +bx+c,
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coma,b,ccRea#0.
Para determinar as raizes da equagdo correspondente procedemos como segue:
fazendo f(x) = 0, temos ax* + bx + ¢ = 0, dividindo todos os termos por a e isolando

0s termos com x encontramos X%+ %x = —-. Agora completando o quadrado d0 1°

2 _ - b . b —4ac+b
membro obtemos x~ + x+ 4a2 = £+ 7 ouseja, (x+ 2)? = . Como Va? =4
2 .. —b+Vb2—
podemos escrever (x+ E) =4,/ 4;‘“ , 1solando x encontramos x = %, ou seja,

x= %K, onde A = b? — 4ac.
O valor de x estd determinado em funcdo dos coeficientes a,b e ¢, sendo que
os dois resultados encontrados sdo necessariamente as duas raizes procuradas. Temos as

seguintes possibilidades para as raizes:

(1) Se A > 0, entdo a equacao possui duas raizes reais diferentes, dadas por

—b+Vb? —4ac —b—+/b?—4ac
e = ,

X2

X1 =

2a 2a
(2) Se A =0, entdo a equacdo possui duas raizes reais iguais, dadas por
b
X=—=,
2a

(3) Se A <0, entdo a equacdo possui duas raizes complexas conjugadas, dadas por

—b+iy/—(b*—4ac) —b—i\/—(b*—4ac)
2 € Xp = .

2a

X1 =

Observacao

Observe as igualdades:

—b+ \/ b2 — 4ac —Vb? —4ac b

S=x1+x= 2 =—-,
a a
p —b+V b2 4ac —Vb*—4ac ¢
=X|-X2 = = —.
2a 2a a

Dada uma equacdo do 2° grau ax® 4+ bx + ¢ = 0, dividindo os termos por a, encontramos
um polindmio com coeficiente do maior grau igual a 1 que é chamado de polindmio
modnico, dado por x? + gx + % = 0. A equagio do 2° grau x?> — Sx+ P = 0 é determinada

conhecendo-se a soma e o produto das suas raizes.

Exemplo 2.2 A partir do valor do discriminante (A) fazer a andlise das raizes das

fungoes abaixo e determinemos seus respectivos valores:

(a) f(x)=x>—6x+8
Temos a=1,b = —6 e c = 8. Entdo
A=b>—4ac=A=(-6)2—-4.1-8=A=36-32=A=4

Como A > 0 a equagdo possui duas raizes reais diferentes, dadas por x| e x; onde:

xlz—_b;—ﬂ:x :—7(76)4>\/Z :6_‘—2:)( —4
a
—b—v/A 776 —V4
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(b) f(x)=—x*+10x—25
Temos a = —1,b =10 e c = —25. Entdo
A=b>—4ac=A=(10)>—4-(—1)-(—25) = A=100—100 = A = 0.
Como A = 0 a equacdo possui duas raizes reais iguais, dadas por
x:—% éx:—% =x=15.

(c) f(x)=x>—4x+5
Temos a=1,b = —4 e c = 5. Entdo
A=b*—4ac=A=(-4)?—-4-1.5=A=16-20= A= —4

Como A < 0 a equagdo possui duas raizes complexas conjugadas, dadas por x| e

X7 onde:
_ —(—4)+iy/—(—4

X = b+z\/ —ox = ( )21.1 ( ):>x 2y ) =24,
b—iV=A —(—4)—/—(—4

Xy = b’ Aoy = VD )2.1 S S = =21

2.1.3 Equacao do 3° Grau

Uma fung¢do polinomial do 3° grau
flx)= ax’ +bx% +cx+d,

coma,b,c,d € Rea=#0.
Para determinar as raizes da equagdo polinomial f(x) = 0, usamos a Férmula de

2 3 2 3
_ {4 Y Y B S - A
x_\/ 2+\/4+27+\/ 2 Vet

Nas secoes seguintes faremos um maior detalhamento da Férmula de Cardano.

Cardano, dada por

Exemplo 2.3 Usando a Férmula de Cardano encontre as raizes de f(x) = x> — 6x —O.

Temos p = —6 e g = —9. Entdo, substituindo p e q na Férmula de Cardano obtemos

xX= \3/—(_29) +1/ (_f)z + (_23)3 +\3/—(_29) -1/ (_49)2 + (_23)3 e portanto
xzi/%—kw/%—ki/%—\/%, ou seja, x = /8 + /1.

Como (Vgéiguala 2,—1 —|—\/§i, —1—V3ie e/Téiguala 1, _13‘5", _1_2‘/§i, assim, temos

as seguintes possibilidades para as raizes de f(x):

x1=2+1=3,
X2:2+_1—5\/§i_3+\[l

_ —1—\/5'_3\[
— 24 > i l

x4:—1+\/§i+1:\/_l,
X5 = —1+\/§i+ 712\/’; = 73+23\/§i’

xg = — 1+ /3i+ =I5/ = =343
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x7=—1-3i+1=-3i
PR RS, I

Das nove possibilidades, somente trés sdo raizes de f(x) = 0. Substituindo em f(x) =0

os nove valores encontrados, observamos que somente x1,Xg € Xg satisfazem a equagdo.

Portanto x1 = 3, xg = _3+T\/§l exg = _S_T‘/g’ sdo as raizes de x> —6x —9 = 0.

2.2 Formula de Cardano

Seja a equagao polinomial do 3° grau escrita na sua forma mais geral
x> +bx* +éx+d =0, (a #0).

Inicialmente encontramos uma equagio equivalente que tenha o coeficiente de x> igual a
L,isto é, tornar o primeiro membro um polindmio monico. Entao basta dividir todos os

termos por d, obtendo
b, ¢ d
B2+ S =0
a a a
Assim, basta trabalhar com as equagdes do 3° grau na forma
¥ +ax® +bx+c=0.

Fazendo a substitui¢do x =y — §, para eliminar o termo do 2° grau, obtemos as igualdades

(-5) oo b9 e

(572 (&) () a2 (D) (3 ot Lo

2 3 2 3
3 , a a » 2a a ab
- —Y— = ——y+—+by——+c=0
y ay—|—3y 27—|—ay 3y+9+y 3+C
3 a®  2a? a @ ab
y + ?—T—Fb y—ﬁ—Fg—?—FC:O
2 3
3 a 2a° ab
b L = _Zic)=o0
y+( 3>y+(27 3—|—c)
Y +py+g=0,

2 3 e~
comp=hb—%eq= 2217 — % + ¢. O resultado encontrado, com esta substituicdo, se

trata de uma equacgdo do 3° grau que ndo possui o termo do segundo grau. Portanto basta

estudar as equagdes do 3° grau na forma
4 px4g=0. (2-1)

Para resolver a equacdo 2-1 facamos a substitui¢do x = u 4 v, obtemos as expressoes
(u+v)> 4+ p(u+v)+qg =0, ou seja, u® + 3u’v + 3uv? +v* 4+ p(u+v) + ¢ = 0, assim,
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w +v3 4+ 3uv(u+v) + p(u+v) + g = 0. Portanto u® +v> + (u+v)(Buv + p) +¢q = 0.

Entdo procuramos numeros u € v que satisfacam o sistema

w +v3+q =0
B3uv+p =0,
ou seja,
w3 = —q
3
wv =5

Determinar o valor de u3 e v3 do sistema dado é facil, pois se trata das raizes de uma

equacdo do 2° grau onde conhecemos sua soma e seu produto, assim,
3
- (u3 +v3)z+ (u3v3) = 0. Portanto z2 +qz— 5’_7 =0.

Usando a férmula resolutiva da equacgio do 2° grau, temos que

—_ 2_4. . _r 3

- qi\/‘] 4-(1) ( 27>:> 4, 612—4<—1’2’—7):> _a, q2+p3
°T 2-(1) ‘T2 4 T2 Ve T

2 3

3__4 P

W=ty T

2 3

3__49_./9 P

VT3 4 o7

Como x = u+ v é uma raiz da equagio x> + px+ ¢ = 0, entdo x deve ser escrito na forma

2 3 2 3
_ 4 IV DY B Y L S
x_\/ 2+\/4+27+\/ 2 Vata

Observemos que para cada raiz cubica, na Formula de Cardano, temos trés

valores possiveis, e assim teriamos um total de nove valores possiveis para x, mas uma
equagdo cubica possui exatamente trés raizes complexas. Portanto, dos nove possiveis
valores de x, somente trés satisfazem a equacdo original. Este fato decorre quando
elevamos ao cubo uma das equagdes do sistema (3uv+p =0= v = —%) 0 que acaba

inserindo mais 6 raizes diferentes para a equacdo. Outro fato que explica o ocorrido é que

3 2 3 3 2 3
comox=1u-+v, Sendou:\/—%+\/%+§—7ev:\/—%—\/%+§—7,temos3uv+p20,

ou seja, uv = —%’, assim quando escolhemos um dos trés valores de u o valor de v ja fica

determinado.

Exemplo 2.4 Usando o desenvolvimento da formula de Cardano encontre as raizes da
equagdo 2x> + 6x> — 6x — 28 = 0.
Inicialmente vamos tornar monico o lado esquerdo da equacdo dividindo por 2

o0s seus termos, ou seja, para que o termo de maior grau fique com coeficiente igual a 1:
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223 4 6x% —6x —28 =0 +(2)
432 —3x—14=0.

Fazendo x =y — 5, obtemos x =y — 1. Substituindo x para eliminar o termo do 2° grau,

assim,

(y—1)+3(y—1)>=3(y—1)—14=0,
Y —6y—9=0.

Obtemos uma equagdo do 3° grau, sem o termo do 2° grau, portanto estamos na condig¢do

de aplicar a formula de Cardano. Fazendo y = u+ v, obtemos as igualdades

(u+v)* —6(u+v)—9=0,
w4+ 3u?v +3uv? +v3 —6(u+v) -9 =0,
v =9+ (u+v)(Buv—6) =0.

Procuramos niimeros u e v que satisfacam as igualdades u> +v> —9 =0 e 3uv —6 =0,
ou seja, > +v> =9 e v = 8.
Para determinar os valores de u® e v, basta resolver a equacdo do 2° grau conhecendo

a soma e o produto das suas raizes

2 —Sz+P =0, ou seja, 72 — (u® +v¥)z+ (u*?) =0,

sendo u’ e v suas raizes.
Assim, 72 —9z4+8 = 0, usando a Jormula de Bhdskara obtemos 7 = 9£v8l—4-18 W, ou seja,

7= 9%. As raizes procuradas sdo u® = 9%7 — 8, ouseja, u=/8ev’ = % _ 1. ou seja,
v=+1
Portanto, u = {2,—1+/3i,—1—/3i} ev = {1, SEvEIY —1‘2@'}.

Sabemos que 3uv = —p e que p = —6, entdo ao escolher o valor de u o valor de v jd

ficard determinado. Assim,

parau =72, temos3-2-v =06, ou seja, v=1,

parau= —1++/3i, tem0s3'(—l—|—\/§i)~v:6, ou seja, v = _I_T\/gl e
parau= —1—1/3i, temos 3- (=1 —+/3i)-v =6, ou seja, v = *HT‘E’
Como y = u+v é raiz da equacdo y> — 6y — 9 = 0, temos
yi=24+1=3,

2 = —14/3i4 =153 - 303

y3=—1-3i+ 7145\/@' _ 7372\61'_

Por fim, para determinar as raizes de 2x> + 6x> — 6x — 28 = 0, basta observar que como

x=y—1, entdo

x1=3-1=2, xp=

—34V3i 1 =54/3i _ =3-VBi 1 =5-/3i
T 1 — T e X3 — T 1 — T
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Exemplo 2.5 Usando o desenvolvimento da formula de Cardano encontremos as raizes
da equagdo x> —3x* +x+5 = 0.
Fazendo x =y — %, obtemos x =y + 1. Substituindo x para eliminar o termo do

2¢ grau, obtemos as igualdades

Y+1)P =30+ 1)2+(Hy+1)+5=0,
Y —=2y+4=0.

Obtemos uma equacdo do 3° grau, sem o termo do 2° grau, e portanto a formula de

Cardano pode ser aplicada. Fazendo y = u+v, temos as igualdades

(u+v)3 —2(u+v)+4 =0,
w4 3uv 4 3uw? +v3 —2(u+v) +4 =0,
w3 4+4+ (u+v)(Buv —2) =0.

Procuramos niimeros u e v que satisfacam uw> +v3 +4 =0 e 3uv —2 = 0, ou seja,
wWHvi=—deudy’ = 287
Para determinar os valores de u® e v3, basta resolver a equacdo do 2° grau conhecendo

a soma e o produto das suas raizes

2 —Sz+p =0, ou seja, 7> — (> +v*)z+ (u*v}) =0,

3

sendo u’ e v3 as raizes da equagdo.

—4£,/16-4-1-%

Assim, 72 + 47+ % = 0, usando a formula de Bhdskara obtemos z = ———51——, ou
' B ) N _ . 3/
seja, 7 = —18j:910\/§. As raizes procuradas sdo u® = 18+10\/§, ou seja, u =/ 18+910\/§ €

W= —18—910\@’ ou seja, v = 3/_18—910\/§_

Devemos encontrar os valores de u e v, para isso, consideremos as igualdades

\/ 18+10V3 _ \/ 18+10v3 3 \/ 5413013 _ \/—543+30\/§ e (vV3-3) = —54+30V/3,
\/7187910\f: \/fISfQIOf% %/7542730\/ \/—543—30x/§e (—v/3-3)3 = —54—301/3.

Concluimos que

L </_18+10\/§ _ V/s430v3 _ V(AP Va3 V3
= 5 = 3 =3 —-3 = 3

6/718710\/§ BV T R VA GVl i) R S R R/
5 = 3 - 3 I 3

Comou=—1+ @ é uma das raizes cubicas, as outras duas raizes sdo obtidas multipli-

V=

cando seu valor pelas raizes ciibicas da unidade, ou seja,
3 3y/—1 —1—+/3i
w={(—148), (-1 38) (F55080), (-1 4 ) (54 |,
Comov=—1— \/Tg € uma das raizes cubicas, as outras duas raizes sdo obtidas multipli-

cando seu valor pelas raizes ciibicas da unidade, ou seja,

(1), (A1 =) (F50), (1 ) (2 |

Sabemos que 3uv = —p e que p = —2, entdo ao escolher o valor de u o valor de v jd

!
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ficard determinado. Assim,

parau= — 1—1—‘/, temos 3 - (— 1+ﬂ) y=2, ouseja,v:—l—g,
parau:(—l—f—%)( H‘[’) temos 3 - (— 1+‘/T§)(_1+‘/§i)~v:2, ou seja,
v= (1)) e

3
parau:(—l—k@)( 15 \[’) temos 3 - (— 1-1—?)(71%@)-\/:2, ou seja,

= (1))

Como y = u+v é raiz da equagdo y> — 2y +4 = 0, temos

yi= (148 + (-1 - %) = -2

y2 = (— 140 (FH520) (-1 - 9)(=5 f’)—m
y3:<—1+%§><—1—T@>+<—1—W><—M>—1

Por fim, para determinar as raizes de x> — 3x> +x+5 = 0, basta observarmos que

3

x=y-+1, entdo

x1=-241=—-1, p=14i4+1=24i e x3=1—i+1=2—

2.3 Relacao entre os Coeficientes e as Raizes da Equacao
do 3° Grau

Seja a equagdo do 3° grau escrita na sua forma mais geral
ax® +bx* +cx+d =0,(a #0). (2-2)

Dividindo todos os termos por a (a # 0) e usando o Teorema da Decomposi¢do, obtemos

a igualdade

x +bx + x+g—(x—x1)(x—x2)(x—x3).

Agora aplicamos a distributividade no 2° membro desta igualdade, obtendo a expressao

b,
X+ x + x+;—x3—(x1+x2+x3) 2+(Xlxz+X1X3+X2X3)X—X1X2X3.

Estabelecendo a identidade de polindmios, obtemos as relacdes

b
X1 +x2+x3=——,
a
X1X2 +X1X3 +X0X3 = —
d
X1XpX3 = ——.
a

Estas relacdes sdao conhecidas como as relagdes de Girard para a equacdo do 3° grau.

Exemplo 2.6 Encontrar as relacées de Girard para a equacdo 2x> +5x*> —3x+1 = 0.
Temos a=2,b=15,c=—3,d = 1. Entdo
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b
X1 +x2+x3= —; =>X1+x2+x3=—=

2
C —_—
X1X2 +X1X3 +X0X3 = ; = X1X2 +X1X3 +X0x3 = 7,
d 1
X1X2X3 = —— = X1X2X3 — ——.
a 2

2.4 Analise das Raizes da Equacao do 3° Grau a partir

da Formula de Cardano

Sabemos que a equagdo do 3° grau possui apenas 3 raizes incluindo suas

multiplicidades, entdo dividiremos o estudo em dois casos.

(1) As trés raizes so reais e distintas

Sejam a, 3,7 as trés raizes, com o - -y # 0.
Escrevendo a equagado na sua forma fatorada, obtemos a equagao

(x—a)(x—B)(x—v) =0.

E assim,
x> — (0 + B+7)x> + (0 + oy + Py)x — oy = 0. (2-3)

A férmula de Cardano se aplica em equagdes do 3° grau na forma
X+ px+q=0.
Portanto para que 2-3 ndo tenha o termo do 2° grau devemos ter
o+PB+y=0=v=—(a+p).
Substituindo Y em 2-3, temos que

2 — (0B — (0+PB))x + (aB+ou(— (0 +B)) +B(—(0+PB)) )x— o (—(a+PB)) =0
x4+ (o — (o4 B)?)x + af (o +B) = 0.

Obtemos os valores de p e ¢ dados por

p=ap—(a+p)*eq=ap(atp).

Substituindo os valores de p e g na Férmula de Cardano, obtemos a expressao

xX= i/_OCB(OC—FB) +\/(0‘B(0H—B))2 N (o — (o.+PB)2)3

2 4 27 +

i/_ op(a+p) \/(GB(OC+ B)? (B~ (a+p)?)
2 4 27 '
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Vamos fazer a andlise do discriminante da equacao.

PP (oBa+B)? | (0B (a+B))?
A_Zﬁ-l-E::A_ a2 33+ el 5:>6
Ao —400 — 120°B 4 3B +216(§>;|3 +302B* — 120> — 4B _

_ (a—PB)*(2a+P)*(+2p)°
A= 108 :

Observemos que, Va, f € R*, com o # B, temos A < 0.

Uma raiz € real e duas raizes sdo complexas

Suponhamos que z = o+ Bi seja uma raiz da equagdo do 3° grau. Entdo pelo
Teorema das raizes complexas, temos que 7 = o — Bi também serd raiz da equag@o
e a outra raiz necessariamente serd real ().

Como z,7 e 7y sdo raizes da equacdo polinomial podemos escrever sua forma

fatorada, dada por
(x—z)(x—2)(x—7) =0.
Aplicando a distributividade, obtemos a equacao

X = (z4+74+ V)% + (Z+ 2y +7y)x— 2y = 0. (2-4)

A férmula de Cardano € vdlida para equacdes do 3° grau na forma
x>+ px+g=0.
Portanto, para que 2-4 nio tenha o termo do 2° grau devemos ter
z2+72+Yy=0= (a+Bi)+ (a—Bi) +y=0= 7= —2a.
Substituindo Y em 2-4, temos

X3 — (247 —200)x% + (224 z2(—20) +2(—200) )x — 27(—20.) = 0
x4+ (B> —302)x + 20 (o +B%) = 0.

Obtemos os valores de p e g, dados por
p=B>-30 e q=20(c+p?).

Substituindo os valores de p e ¢ na Férmula de Cardano, temos

x= \/ 2o+ J (2002 +B2))2 (B2 —302)°

2 4 27

3| 2002 4 B2) (20(a? +B))* | (B*—30?)?
\/_ 2 _\/ 4 T
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Vamos fazer a andlise do discriminante da equacao.

2 3 ro(o2 -+ B2))2 2 2~2)3 10*B2 4+ 18028% + B6
A:q_+P_:>A:(OL(OL—}—B)) +(B 30‘):>A:80LB+8(XB—|—B.

4 27 4 27 27
Observemos que, Vo, € R, com B # 0, temos A > 0.

Caso tenhamos B = 0, consequentemente A = 0, entdo as trés raizes so reais, sendo

que teriamos duas ou as trés raizes coincidentes.

Podemos observar que as reciprocas também sdo verdadeiras. Para isso, supon-
hamos que A < 0 ndo implicasse em trés raizes reais distintas, entdo teriamos uma raiz
complexa o + Bi e consequentemente o — Bi também seria raiz, assim estariamos no 2°
caso que implica em A > 0, que € uma contradi¢do. Portanto podemos concluir que A < 0
implica em trés raizes reais distintas. De maneira analoga, podemos provar que A > 0
implicard em uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Resumindo, podemos concluir que:

(I) A <0 se, e somente se, as trés raizes sdo reais e distintas,
(II) A > 0 se, e somente se, uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas,

(III) A =0 se, e somente se, as raizes sdo reais sendo duas ou as trés iguais.

Exemplo 2.7 Facamos a andlise das raizes das equacdes polinomiais do 3° grau.

(a) X*+3x+2=0
Temos p =3 e q = 2. Para fazer a andlise das raizes devemos calcular o valor do

discriminante da equacdo. Assim,

2 3 2 3
q p 2 3
4+27 4+27

Como A > 0, a equagdo possui uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Observe no esboco do grdfico da funcdo dada.

-5 4

Figura 2.1: Grdfico de f(x) = x> +3x+2, feito no GeoGebra.
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(b) x> —6x+4=0
Temos p = —6 e q = 4. Para fazer a andlise das raizes devemos calcular o valor do

discriminante da equacdo. Assim,

[
—
|
=)
—

w

3 3

~

Como A < 0, a equagdo possui trés raizes reais distintas.

Observe no esbogo do grdfico da fungdo dada.

10

T T
-3 D\/ =]

Figura 2.2: Grdfico de f(x) = x> — 6x+4, feito no GeoGebra.

(c) x¥*=3x—2=0
Temos p = —3 e q = —2. Para fazer a andlise das raizes devemos calcular o valor
do discriminante da equagdo. Assim,

2

A:%+’2’—3 SN ) G ) N N

3

Como A =0, a equagdo possui as trés raizes reais sendo duas ou as trés iguais.
Observe no esbogo do grdfico da fun¢do dada.

[}

.5

Figura 2.3: Grdfico de f(x) = x> — 3x — 2, feito no GeoGebra.
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2.5 Estudo do Grafico da Funcao do 3° Grau

Vamos estudar o grafico da fungio f: R — R, dada por f(x) = x>+ px+ ¢, com

p € g nimeros reais e constantes. Inicialmente podemos escrever a funciao na forma
f@=2(1+5+2).

Observe que para valores de x com mdédulo muito grande as fragdes )% e )%
assumem valores extremamente pequenos tendendo a zero, entdo o sinal de (1 + )% + )%)
serd positivo. Portanto a fungio terd o mesmo sinal de x>, ou seja, de x. Assim, a funcio
f(x) serd positiva para valores positivos muito grande de x e serd negativa para valores
muito grande negativos de x. Como f(x) passa de valores negativos para valores positivos,
entio em algum momento teremos f(x) = 0, ou seja, a fung¢io f(x) = x> + px + ¢ possui
pelo menos uma raiz real.

Aqui temos uma nog¢do intuitiva de limite e continuidade, para maiores detalhes
sobre o assunto indicamos [8] como referéncia.

Vamos determinar a derivada de f(x), representada por f’(x). Temos
f'(x) =32+ p.

Quando p > 0 a derivada de f(x) assume sempre valores positivos para qualquer
valor de x. Entdo f(x) é sempre crescente garantindo que f(x) corta o eixo das abscissas
apenas uma vez. Portanto f(x) possui apenas uma raiz real, podendo ser negativa, nula ou
positiva, e duas raizes complexas conjugadas.

Observe que como p > 0 as raizes serdao

(1) uma raiz real positiva e duas raizes complexas, quando g < 0.

Y

Figura 2.4: Uma raiz real positiva e duas raizes complexas.

(2) uma raiz real negativa e duas raizes complexas, quando g > 0.
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Y

Figura 2.5: Uma raiz real negativa e duas raizes complexas.

(3) uma raiz real nula e duas raizes complexas, quando g = 0.

Y

Figura 2.6: Uma raiz real nula e duas raizes complexas.

Quando p = 0 a funcio f(x) = x* 4+ px+gsereduz a f(x) = x> + ¢ e sua derivada
f(x) = 3x* assume somente valores positivos para qualquer valor de x. Portanto f(x) é

sempre crescente e consequentemente suas raizes serao:

(1) uma raiz real, positiva ou negativa, e duas raizes complexas conjugadas. Quando

q # 0 a raiz serd positiva se ¢ < 0 e negativa se g > 0.

r 3
flx)=x*+q

i

# 5

Figura 2.7: Uma raiz real, positiva ou negativa, e duas raizes
complexas conjugadas.
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(2) uma raiz real tripla igual a zero, quando ¢ = 0.

y

!

A

Figura 2.8: Uma raiz real tripla igual a zero.

Quando p < 0, fazendo p = —3a*,a>0,a funcdo, sua derivada primeira e sua

derivada segunda siao dadas, respectivamente, por
fx)=x>=3a’x+q, f(x)=3x>-3a> e f’(x)=06x.

Notemos que,
fl(x)=0=x=+a.
f7(x) =6x = f’(—a) = —6a, como f’(x) <0 em x = —a, entdo —a é um ponto de
mdximo local.
f7(x) =6x= f"(a) =6a,como f(x) > 0emx = a, entdo a é um ponto de minimo local.

Observe as seguintes igualdades

fla)- f(—a) = (a® —3da’a+q)(—a’ 4+ 3d*a+q),

fa)- f(—a) = (a® =3a> +q)(—a® +3a> + q),
fa)- f(—a) = (g—2a%)(q+24a°) = ¢* — 4a®.
Devemos lembrar que
2 3
=32 e A=L P
P 3a e 1 + >

Substituindo o valor de a em f(a)f(—a) = g* — 4a®, temos que

3 3 2 3
f@f(-a) =g —4(-%) =q2+“2i7:4(q_+p_> N

Portanto, o sinal do discriminante (A) serd o mesmo de f(a)f(—a).

O grifico de f(x) = x> + px+ ¢, com p < 0, apresenta uma raiz real e duas raizes
complexas conjugadas, uma raiz real simples e uma raiz real dupla, ou as trés raizes reais
distintas. Portanto, podemos concluir que as rafzes de x> 4+ px+¢ = 0 para p < 0, tem a

forma:

(1) uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas, quando A > 0.
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/ -a a -

Figura 2.9: Uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

(2) uma raiz real simples e uma raiz real dupla, ou seja, duas raizes reais distintas,

quando A =0.

Figura 2.10: Uma raiz real simples e uma raiz real dupla.

(3) as trés raizes reais distintas, quando A < 0.

<~ 1fea) s

z

f(a)

Figura 2.11: Trés raizes reais distintas.

Para os leitores interessados em mais detalhes sobre construcdes de gréficos indicamos

[8] como referéncia.
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2.6 Meétodo para Resolucio de uma Equacao do 4° Grau

ou Método de Ferrari

Seja a equagdo do 4° grau escrita na sua forma mais geral
ax* +bx® + e +dx+é=0.

Inicialmente vamos encontrar uma equacio equivalente que tenha o coeficiente de x* igual
a 1, isto é, tornar o primeiro membro um polindmio monico. Para isto basta dividir todos

os termos da equacdo por d, obtendo a expressao
b, ¢, d ¢
A28+ S S+ S =0,
a a a a
Entdo basta trabalhar com as equacdes do 4° grau na forma
X +axd +bx’ +ex+d=0.

Fazendo a substitui¢do x =y — 7, para eliminar o termo do 3° grau, teremos as igualdades

a\4 a\3 a2 a
<y 4> +a(y 4) +b\y 1 +cly 1 +

=2 ()] b= D - ()] -2 ()

c(y—%)%—dzo,
s_@’  ay ey @y oy oyt @y db s dy dly aly?
y32416224321632256y2164
b b

%y—g—4+2by2—a—2y+%+cy—2—C+d:0,e4assirr;,

3a a ab 3a ab ac
4 2

24 a9 _24 L4 a) =o.
y+( 8+)y+(8 2+C)y+( 256 16 4+)

O resultado encontrado, com esta substitui¢ao, é uma equacio do 4° grau que ndo possui

o termo do terceiro grau. Portanto basta estudar as equacdes do 4° grau na forma

Y py? gy +r=0,

a3

2 4 2 .
com p = —3% +b,q= ——%+ce r= —%—f—%—%‘—kd. Agora desenvolvemos da

seguinte maneira.
VWY +gy+r=0=y"+p?=—gy—r=0.
Completando o quadrado do 1° membro, temos que
Y py +py +p? = —qy—r+py? +p* = 0P+ p) = —qy—r+py’ +p7

Agora vamos somar z na equagdo acima da seguinte maneira.
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(P +p+2)*=—qy—r+py +p* + (2 + 22 +22p),
O +p+2)° = 2z+p)y? —qy+ (& +p*+2pz—7).

Percebemos que o 2° membro é uma equagdo quadratica, assim podemos determinar o
valor de z para que se tenha um quadrado perfeito. Para isso seu discriminante deve ser
igual a zero o que nos possibilitard escrever o 2° membro da equacio na forma (y + k)2.

Assim,

A= (—q)*—42z+p)2zp+2+p*—7),
A=—87— 20]722 + (81’— 16p2)z—4p3 +4pr—1—q2 —0.

Fazendo A = 0, obtemos uma equacdo do 3° grau. Portanto usando a férmula de Cardano

determinamos o valor de z, tal que,
(224 p)y* —qy+ (Z+p* +2pz—r) = (y+k)*

Desta forma, teremos (y> 4 p +z2)> = (2z+ p)y* — qv + (2% + p*> 4+ 2pz —r), ou seja,
(y> + p+2z)? = (y+k)?%. Entdio podemos escrever ‘yz +p —l—z} = |y+k|.

Assim, y?> +k; —y—k=0,comk; = p+z,entio y* —y+k =0, com k' = k; —k.
Portanto as raizes de y> — y +k’ = 0 coincidem com as raizes de y* + py*> + gy +r = 0.

Com esse método podemos obter duas raizes de qualquer equagio polinomial do 4° grau.

2.6.1 Outra Maneira para Encontrar as Solu¢oes das Equacoes do 4°

Grau
Para maiores detalhes ver em [10)].
Sejam x1,x, e x3 as raizes de uma equagao do 3° grau na forma

X =S+ S;x—P=0. (2-5)

Sabemos, das relagdes de Girard, que

S=x1+x+x3,S; =x1x2 +x1x3+xx3 € P = x1x0%3.
Sejay = /X1 + /X2 + /3. Entdo
¥ = (VA +%2+/%3)% ou
¥ =x1 42 +x3 + 2(\ /X100 + /X105 + /X0X3) = S+ 2(/X1%2 + /X135 + /X2x3) ou
2
(#) = (VXX + /x1x3 + \/X2X3)2, e portanto
2 o\2 .
<yTS> = X100 + X103 + X253 + 2/X10X3 (VAT + /X2 + /X3) = Sy +2+/Py. Assim,

y*—28y? + 52 =4S, +8vPy ou
yt—28y? —8y/Py+S5*— 48, =0.
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A equacdo acima é uma equacdo do 4° grau, sem o termo do 3° grau. Sabemos que a
equacdo z* + az® + bz? + cz+d = 0 pode ser escrita na forma y* + ay? + By 4+ 7= 0, basta

fazer z =y — %. Entdo teremos S, Sy e P, tais que

o
_28 = ==
a=S >
B 2
—8VP=B=P= (g) ’
S? — 24
S2_4S,—y=S,=> Vg, = E

4 16
Basta agora substituir os valores de S,S; e P na equacdo 2-5, para encontrar a equacao

° 4 <%>x2—l— (&%ﬁ)x— (g)zzo.

Resolvendo a equacdo acima, pela férmula de Cardano, obtemos as raizes x1,x; € x3, tais

que,

Y= /X1 + X2+ /73,

que satisfaz a equagdo y* + oy” + By 4y = 0. Quando diminuimos 7 das raizes encontradas
ficam determinadas as raizes da equacdo z* +az® +bz* +cz+d = 0.

Observe que para cada raiz quadrada de y = /x| + /%2 + /X3 temos dois valores
complexos possiveis resultando em oito raizes complexas possiveis, o que contraria o fato
que as equacdo do 4° grau possuirem exatamente quatro raizes complexas. Observemos
que VP = —%, entdo /x1,/X2,/x3 = —%, ou seja, \/x3 estd em funcdo de /x1,/x2,
portanto para cada valor de ,/x; € \/x hd um unico valor para ,/x3. Assim, ficam

determinadas exatamente as quatro raizes da equacao original.

Exemplo 2.8 Seja a equacdo w* + 4w + 12w? 4 (16 4 24+/5)w + 28 +24+/5 = 0. En-
contrar suas raizes usando o método de resolugcdo das equacoes polinomiais do 4° grau.
Para eliminar o termo do 3° grau devemos fazer a substitui¢do w =y — g, como

a =4, obtendow =y — 1. Assim,

=D 44— 13+ 12(y = 1)2+ (16 +24V/5)(y — 1) +28 +24/5=0 ou
¥+ 6y? +24/5y+21 =0,

obtendo uma equagdo do 4° grau sem o termo do 3° grau, com o= 6, f = 24V/5 e v=21.

Assim podemos obter uma equagdo do 3° grau da forma:

2_ 2
X+ %xz + (% 164Y)x— (%)2 =0=x+ gxz + (6 ]‘6"21))6— (24526)2 =0 ou
X3 +3x2 —3x—45=0.
Agora vamos utilizar a formula de Cardano para determinar as raizes da equagcdo acima.

Para eliminar o termo do 2° grau fazemos a substituicdo x = z — 5, obtendo x = z — 1,

assim
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(z=1343(z—12=3(z—1)—45=0= 2 —67—40 =0,

e portanto p = —6 e g = —40. Aplicando a formula de Cardano, temos

= (- [T e JORE T,
z—\/20+14\/_+\/20—14\/_.
Observemos as igualdades abaixo:
24v2)?=23+43-22-v2+3-2-(vV2)?+ (V2)? =8+ 122+ 124+2V2 =20+ 14V2,
(2—v2)P3=23-3.22./243.2-(vV2)> = (vV2)} =8 - 12V/2+12—2/2 =20— 14V/2.

Das igualdades acima podemos escrever

01 = 22 =243,
v:\3/20—14\/_ J(2-V2)3=2-V2

Comou=2+ \/_ 2 é uma das raizes cubicas, as outras duas raizes sdo obtidas multipli-

cando seu valor pelas raizes ciibicas da unidade, ou seja,
={@+v2),@+V2)(FHE), 2+ v2) (=154 }.
Como v =2—/2 é uma das raizes ciibicas, as outras duas raizes sdo obtidas multipli-
cando seu valor pelas raizes cuibicas da unidade, ou seja,
—{2-v2).2-v2)(F53), 2 - va) (=54 }.
Sabemos que 3uv = —p e que p = —6, entdo ao escolher o valor de u o valor de v jd
ficard determinado. Assim,
pamu=2+\/§, temos 3 - (2—1—\/_) v =6, ou seja, v:2—\/§,
parau= (2++/2)(= H"‘[) temos 3-(2+ \/E)(#g) v =6, ou seja,
v=02-v2)(FFE) e
para u= (2++/2)(=5 ’\[) temos 3+ (2+ \/E)(_I_T’\B) v =6, ou seja,
V= (2 V()
Assim as raizes de 7> — 67 — 40 = 0 sdo dadas por
= (24+V2)+(2-v2)=
2= (2+V2)(FE8) 42— f)( 13y — o4,
@ VA(E2) 4 2 VA=) = 2 v
Para encontrar o valor de x, usamos x =z — 1, assim,
x1=z1—1=4—-1=3,
xv=72-—1=-24+iv6—1=-3+iV6,
x=z3-1=-2-iV/6—1=-3-i/6.
Temos que y = \/X1| + /X2 + /X3 satisfaz a equagdo y* +6y* +25v/5y+21 = 0. Para
isso, devemos lembrar que \/X1/X2\/X3 = g, ou seja, como P = 24+/5 o produto das
raizes deve ser negativo. Assim,
— A =B =K = V3V 3 +iV6— V=306,
2= Ay = = V34 V346 -V -3-iV6,
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V3= VA — oA = V3 V34 iVe+ V-3 -iv6,
o =—yA+ym+ i =—V3+V-3+iV6+V-3-iV6.

Finalmente, encontramos as raizes da equacdo original. Para isso, temos w =y — 1, ou

seja,
wi=—V3-V-3+iv6—v-3-iv6—1,
wr=V3+V-3+iv6—v-3-iv6—1,
wiy =v3—V=3+ivo+vV-3—iv6—1,
wy = —V3+V=3+iv6+v-3—iv6—1.




Conclusao

Analisando o contexto histérico das equagdes polinomiais verificamos a dificul-
dade enfrentada pelos matematicos da €poca para determinarem um método que possi-
bilitasse encontrar as raizes de uma equacdo do 3° e 4° graus. Os desafios levavam esses
grandes génios a uma dedicacdo incansédvel até obterem resultados satisfatorios. Enten-
demos que o ensino de equacdes polinomiais até no ensino bésico nio pode se restringir
apenas as equacdes de 1° e 2° graus, visto que nos livros didaticos atuais dificilmente
encontramos algum desses métodos algébricos.

O ensino de equacdes polinomiais com grau maior que dois permite que o
aluno veja curvas diferentes de retas, pardbolas e circulos, com os quais eles ja estao
acostumados, dando uma bagagem matematica muito maior. Também permite estabelecer
algumas relagdes importantes, como por exemplo, verificar o tipo de solu¢do que estas
equagdes possuem e relacionar os seus coeficientes com suas respectivas raizes.

Um obstaculo enfrentado para o ensino de equagdes polinomiais € o fato de de-
parar com raizes quadradas de nimeros negativos, o que nos leva a concluir a importan-
cia dos nimeros complexos para o desenvolvimento do tema, pois quando os alunos es-
tao estudando as equagdes do 2° grau, e ao calcular o discriminante da equacdo obtém
um numero negativo significava que a equacdo ndo tinha solu¢do, mas dependendo da
equacdo do terceiro grau, a partir da férmula de Cardano, € possivel que no seu desen-
volvimento encontremos raizes de niimeros negativos sendo que esta equacao tenha raizes
reais.

Esperamos que este trabalho possa despertar o interesse ao estudo das equagdes
polinomiais do 3° grau no ensino bdsico, sendo uma ferramenta que auxilie no desen-
volvimento de estratégias pedagdgicas eficientes para tal fim, mesmo sabendo que ndo
€ recomendado trabalhd-lo em sua totalidade por conter conceitos ndo adequados para o

ensino basico, mas sendo ttil para o conhecimento do professor.
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