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2 PODOBNOST VSECH KRUZNIC

Yo

1 Fantas-magoricka videa

Na TyTubovém kanale MathWithoutBorders narazil na napadita
videa [3] a [4], kterd vokazuji podstatu ARCHIMEDOVA postupu pii
vypoctu ¢isla .

Tak jsem si tekl, ze by se to dalo prozkoumat podrobnéji a
vytézit z toho mnoho positivnich podnétuv pro stredoskolskou vejuku
mathematiky. ..

2 Podobnost vSech kruznic

Vezmeme-li libovolné dva trojihelniky, potom to mohou a také ne-
museji byt trojihelniky podobné. Podstatou podobnosti je stejny tvar
— podobné trojihelniky maji pfesné stejny tvar, byt tfeba rtznou veli-
kost (stejnost tvaru je zarucena shodnosti Ghli). Jeden z nich muzeme
vhodné zvétsit ¢i zmensit tak, aby se dokonale prekryvaly, tedy aby se z
nich staly trojihelniky shodné. Trojuhelniky, které nemaji stejny tvar,
podobné nejsou.

Naproti tomu vSechny mozné, jakkoli veliké kruznice maji presné
stejny tvar, tedy jsou si podobné. Vezmeme-li dvé kruznice, vzdy
muzeme jednu z nich vhodné zvétsit ¢i zmensit tak, ze se bude prekryvat
s druhou, tedy zZe s ni bude shodna.

[ Vsechny kruznice jsou si podobné jako vejce vejci! ]

Vime, ze z podobnosti dvou trojuhelniku plyne, ze poméry délek libo-
volnych sobé odpovidajicich charakteristickych tisecek (napiiklad stran,
ale také treba vysek, téznic ...) jsou si rovny.

Totéz plati pro kruznice. A protoze kruznice jsou si podobné vsechny,
musi tedy platit:
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Pomeér délky kruznice o a jejtho prumeéru d je pro vSechny kruznice
stejny, rovny jisté konstanté k.

Neboli

Vztah (1) fiké: kolikrat zvétsime prumeér kruznice d, tolikrat se zvétsi
jeji délka o. Neboli:

[ Délka kruznice je pfimo imérna jejimu prameéru. ]

Vztah (1) muzeme psat ve tvaru
o=k-d (2)

Vztah zavislosti délky kruznice na jejim pruméru je pfima imérnost s
konstantou imeérnosti & a jejim grafem je ptimka prochazejici pocatkem.

Konstanta imérnosti k je smérnice této piimky a vyjadiuje rychlost
rustu délky s polomérem.

Je to analogické vztahu

s=v-t

pro zavislost drahy s rovnomérného primocarého pohybu na case t, kde
konstantou imérnosti je rychlost v (to je vlastné rychlost riustu dréhy).

Kazdej blbec asi vi, ze konstanté k se fika Ludolfovo ¢islo a nezaci
se k, ale . Vztah (2) piseme tedy jako

o=m-d (3)

Tedy slovné



3 DREVORUBECKE =

Yoo

[ O JE PID ]

A pac prumér d jsou dva polomeéry r, piSeme casto

Cili slovné

[ O JE DVE PIR J

Vztahum (3) a (4) fikdme vzorec pro délku kruznice, resp. vzorec pro
obvod kruhu.

Ze vztahu (3) plyne definice ¢isla 7:

w= (5)

Cili slovné

[ Pi JE OKUD ]

Abychom mohli vzorce skuteéné pouzit, musime znidt hodnotu .
Pojd'me délat blbecky a predstirat, Ze hodnotu 7 nezndme. Jak je mozné
se této hodnoté dopracovat?

3 Drevorubecké 7

Muj déda, Dievo-Rubec a strejda Dr-Vostép (viz obr.1) na zéklade
méfeni pomoci provazu zjistili, ze obvod stromu (kruhu) je zhruba 3x

3



3 DREVORUBECKE 7

DYKTAM
KUS CHYBI...

Obr. 1: Dievorubecké 7 je 3!

vétsi nez jeho prumeér. Takze dievorubecké 7 je:

[ T dfevorub =3 ]

Mneé se to zdalo désné nepiesné — kdyz si to s provazem zkusis, je vidét,
ze do celého obvodu k délce ti{ prumeéru jesté trochu chybi (viz obr.1
vlevo). Tak jsem furt protestoval, ale voni vzdycky fikali:

[ Centimetr — zadnd miral ]




4 ODHAD n, SICE HRUBY, ALE ZATO MATHEMATICKY

n 3o
T~
Ogestigh. = 67 = 3d ﬂ N
_________________ T ________________+________________
\\ \d/
\/\
(a) m>3 (b) m < 4

Obr. 2: Hruby odhad: 3 <7 < 4

4 Odhad 7, sice hruby, ale zato
mathematicky

Empirické zjistovdni hodnoty 7 pomoci méfeni muze byt docela
postacujici pro praktické ucely (dfevorubcum stacéi hodnota 3, umélecky
truhlaf by si naméfil hodnotu presnéjsi. . .).

Nas ale zajimé, zda jsme schopni hodnotu 7 vypoéitat a zda to
lze udélat zcela presné. Ano, ukazeme si postupy, jak si opatfit libo-
volné ptresnou hodnotu 7. Bohuzel vsak bylo dokazéano, ze m je ¢islo
iraciondlni, takze jeho hodnotu lze konecnym vypoctem ziskat vzdy jen
piiblizné, podobné jako je tomu u ésla v/2.

Dtievorubecké 7 odpovida odhadu pomoci vepsaného pravidelného
Sestiihelniku, jak je zfejmé z obr.2a. Pa¢ obvod Sestitthelniku je presné
3d a je zjevné mensi nez délka opsané kruznice, je jisté, ze hruby dolni
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odhad pro 7 je:
>3
Opiseme-li kruznici ¢tverec (obr.2b), je obvod étverce, ktery je jisté vétsi

nez délka kruznice, roven ptresné 4d. Tim mame hruby horni odhad
pro T:

T <4

Diky vepsanému Sestithelniku a opsanému ¢tverci mame 7 zapasované
mezi trojku a stouru:
[ 3<m<4 ]

5 Archimédova myslenka

Hornimi a dolnimi odhady ¢isla m pomoci vepisovani a opisovani pra-
videlnych mnohothelniki se zabyval (mozna jako prvni) genidlni AR-
CHIMEDES' ve svém spisu (zachovalo se asi jen jeho torso) ,,O méreni
kruhu“? (cca 250 let pred Jezisem Kristusem Super-hvézdou). Toto dilo
obsahuje tfi véty, s jejichz znénim a dukazy se muzeme seznamit v ¢lanku
[1]. ARCHIMEDOVA zdkladni myslenka odhadu hodnoty 7 je tato (viz
téz obr.3):

e Vepiseme-li do daného kruhu /lzbovolny n-thelnik, bude
jeho obvod p,, mensi nez obvod kruhu o;

e pokud naopak kolem kruhu n-tihelnik opiSeme, bude jeho
obvod ¢, vétsi nez obvod kruhu o.

https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedes
’https://en.wikipedia.org/wiki/Measurement_of_a_Circle


https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedes
https://en.wikipedia.org/wiki/Measurement_of_a_Circle

5 ARCHIMEDOVA MYSLENKA

em¥ee

Pn <0< qn

Obr. 3: Zékladni myslenka ARCHIMEDOVA odhadu 7

Tedy
Pn <0< qp (6)

Vydélime-li rovnici (6) prumérem kruznice d, dostdvame

Pn 0 an
d-d~d
Tim dostavame pro odhad :
[ P, <nm<@, ]

kde P, je dolni odhad a @),, je horni odhad cisla 7.
e Je ziejmé, Ze dolni a horni odhad bude tim presnéjsi, ¢im vétsi
bude pocet stran n.

e Dale je jasné, ze z hlediska vypoctu bude nejjednodussi, kdyz
pouzijeme mnohothelniky pravidelné (viz obr.4).
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(a) P3 <7< Qs (b) Py <7 < Q4
(¢) Ps <7< Qs (d) Ps <7< Qg

Obr. 4: Odhad 7 pomoci vepsanych a opsanych pravidelnych n—uhelnika

[ https://www.geogebra.org/m/j4envhyx ]



https://www.geogebra.org/m/j4envhyx

5 ARCHIMEDOVA MYSLENKA
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V dnesnim svété kompjutra® neni problém pomoci goniometrickijch
funkci vyjadrit oba odhady P, a @), pro libovolné n a potom je
konkrétné vypoéitat na kal-kulajdé. Pojdme to udélat:

Priklad 1: Odhad p: pomoci GOFU

Je dan kruh o poloméru r. Pomoci goniometrickych funkei

a) odvod vztah pro obvod p, tomuto kruhu vepsaného pra-
videlného n-ihelniku a najdi vztah pro dolni odhad P,
c¢isla 7.

b) odvod vztah pro obvod g, tomuto kruhu opsaného pra-
videlného n-thelniku a najdi vztah pro horni odhad @,
¢isla 7.

¢) Pomoci odvozenych odhadu uréi hodnotu 7 s presnosti na
dvé desetinnd mista.

Obr. 5: Odvozeni vztahu pro
obvod p,, vepsaného a ¢, opsaného pravidelného n-thelniku.

3https://youtu.be/xzbL_VyNV-M


https://youtu.be/xzbL_VyNV-M
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a) Vyjdeme z obrazku 5. Zde je kruhu vepsén cerveny pravi-
delny n-thelnik o strané AF. Kruhovému oblouku AF' piislusi
sttedovy uhel ASF, jehoz velikost je ziejmé %. V' rovnora-
menném trojihelniku ASF méame vysku SB, kterd puli ihel u
vrcholu S, takze jeho velikost je 11—00. Oznacme polovinu strany
AF jako x. V pravoihlém trojihelniku ABS plati sin % =2

Odtud x = rsin %. Pac obvod je ziejmé p,, = 2nx, dostavame

180°
n

Pn = 2n7rsin

Vydélenim obvodu prumérem kruhu d = 2r dostavame vztah pro
dolni odhad 7:

o

(7)

P, =nsin
n

b) Déle je v obrdzku 5 kruhu opsan zeleny pravidelny n-ihelnik
o strané AF. Kruhovému oblouku AF prislusi stfedovy thel ASF,
jehoz velikost je ziejmeé %. V rovnoramenném trojihelniku C'SE
mame vysku SD, kterd puli thel u vrcholu S, takze jeho veli-
kost je %. Ozna¢me polovinu strany C'E jako y. V pravoihlém
trojuhelniku C'DS' plati tg% = ¥, Odtud y = rtan %. Pac
obvod je ztejmé g, = 2ny, dostavame

180°
n

Gn = 2nrtg

Vydélenim obvodu priumérem kruhu d = 2r dostavame vztah pro
horni odhad 7:

180°
n

Q, =ntg (8)

10
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c) Nyni vezmeme kal-kulajdu a zjistime, ze odhad 7© =
3,14159265 . .. s presnosti na dvé desetinnd mista

[ 3,14 ]

vyzaduje n alespon 57. V apletu v GeoGebfe si muzeme udélat
dalsi odhady na jiny pocet mist:

[ https://www.geogebra.org/m/gbfsctsg J

6 Ale Archimédés nemél k dispozici
GOFU!

ARCHIMEDES nemél ve své dobé k dispozici goniometrické funkce?,
takze nemohl pro vypocet odhadu P, a Q,, pouzit vztahy (7) a (8).

Postupoval jinak:
e Zacal sestituhelnikem vepsanym a opsanym kruhu o poloméru r.

e Vyjadril jejich strany ag a bg pouze pomoci zékladnich pocetnich

operaci
+7 —, X, \/—
Pro r = 1 mu zfejmé vyslo
2

V3
Pro hodnotu v/3 pry vyuzil velmi piesného odhadu

25 1351
5 < V3<T%

4Prvni goniometrické tabulky sestavil asi az Hipparchos (cca 180 — 125 pi.Kr.).

11
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Ze znamych stran urcil obvody ps = 6ag a gg = 6bg a vydélenim
obvodu prumérem d = 2r dostal prvni dolni a horni odhad ¢isla :

6'616 6b6
P: pu—
6 y <7< Qe y

e Nyni zdvojndsobil pocet stran (dostal vepsany a opsany
dvandctiihelnik) a nasel zpusob, jak opét jen pomoci zakladnich
pocetnich operaci vyjadrit jejich strany a;s a bjp pomoci jiz
vypocitanych stran Sestitithelnikt. Odtud dostal dalsi dolni a horni
odhad cisla 7:

12 - 12 12- b12
<< =
d T < Q12 d

P12:

e Takto pokracoval ve zdvojovani a skoncil u vepsaného a opsaného
96-uhelniku:

96 - 96 - b
a96<7T<Q96= d96

P96:

K jakym hodnotdm konkrétné ARCHIMEDES dospél?

Ve svém spisu Mereni kruhu uvadi tuto vétu:

The ratio of the circumference of any circle to its diameter is less
than 3% but greater than 3%.

Neboli jeho odhad je

12
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Tedy

[ 3,140845... < 7 < 3,142857 . .. ] (10)

Vidime, ze jeho odhad je piesny na dvé desetinna mista’.

Hodnota m = % je dobfe znama a nemame-li po ruce kalkulajdu, je
vhodnéjsi pracovat s timto zlomkem nez s odhadem 7 = 3, 14.

Pojdme si ARCHIMEDUV postup projit s tim, Ze budeme pouzivat
kalkulajdu ¢i tabulkovy procesor a dospéjeme ke stejné presnému od-
hadu (byt ne tak elegantné vyjddfenému pomoci jednoduchych zlomku).

6.1 Dolni odhady — as, pomoci a,

Piiklad 2: Vepsany 6-tihelnik a 12-tihelnik

Je déan kruh o poloméru r = 1. Najdi strany ag a a;s vepsaného
6-ihelniku a 12-ihelniku a jim odpovidajici dolni odhady Py a P
cisla .

Vyjdeme z obrazku 6. Je ziejmé, ze AASF je rovnostranny, proto

Odtud dostavame Ps = % = 3ag, tedy

5V diikazu své véty vypocital ARCHIMEDES své odhady sice jesté presnéji:

6336 14688
20171 46731

3,140909... = =3,142826. ..

ale pro praktické tucely zaokrouhlil dolni odhad doli a horni nahoru na hodnoty
uvedené ve vztahu (9).

13
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Vysku SB v AASF oznacime v. Usetka DB mé4 potom veli-

kost 1 — v. Usecka AB m4 velikost Q= % Stranu 12-thelniku
vypocitame ji dvojiho pouziti Pythagorovy véty pro trojuhelniky

ABS a ABD:

Pi2=12-a;>

2y (%) (a)
=0+ (3) (v

Z (a) dostavame v = \/75 a po dosazeni do (b) méme:

2
2 4
1

3
a%gzl—\/g—FZ—l—Z

14
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Odtud mame

[ 19 = 2—\/3 ] (13)

Odtud dostdvdme Py = 2912 tedy pac d = 2:

[ P12:6'G,12i3,106 ] (14)

Priklad 3: Vepsany n-tihelnik a 2n-tihelnik

Zobecnénim postupu z piedchoziho pifkladu odvod'te vzorce pro
vypocet as, a Py, pomoci a,,.

Vyjdeme z obrazku 7. Opét zapiSeme obé Pythagorovy véty:

1?7 =v* + <%)2 (a)

a2, = (1—v) + <“—")2 (b)

15



6 ALE ARCHIMEDES NEMEL K DISPOZICI GOFU!

Z (a) dostavame v =

a’2n

a2

Yoo

P2n = 2N - a2y

Obr. 7

2
1-— ) a po dosazeni do (b) méme:

)

n=2- Vi —ag

(12—

Odtud dostavame

[ Aopn = 2 —

(15)

4—a? ]

Odtud mame P,,, =

—2”'52", tedy pac d = 2:

A2n
Pgn—Qn ; ]

16
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Priklad 4

Pomoci vztahu (15) a (16) vypocitej strany asg, ass, ags a dolni
odhady P24, P48, ng cisla .

Conrn )

Dle vztahu (15) mame

Sem dosadime z (13):

a24:\/2—\/4—(2—\/§)
aos = \[2—1/2+V3 (17)

a mame

Odtud P24 =24- a%

2—v2+3
Py =24- 5 = 3,133 (18)
[ b) ass, Pis
Dle vztahu (15) mdme
ay8 = 2 — 4 — a%4

17
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Sem dosadime z (17):

o2 (2 )
Y YA v

Odtud P48 =48 - %

a mame

\/2—\/2+\/2+¢§
2

Pig =48 = 3,139

a) a9, Pos

Dle vztahu (15) mame

Qgg — 2—”4—&?18

Sem dosadime z (19):

a96:\2— 4— <2—\/2+m>

a mame

dog = 2—\/2+\/2+\/2+\/§

18

(19)

(20)

(21)
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Odtud Pg(; =96 - a%

\/2—\/2+ 2+v2+3

2

Pys = 96 - = 3,141 (22)

Priklad 5

Je dana jednotkova kruznice.
a) Pomoci vnofenych odmocnin jako ve vztahu (21) zapis
stranu azgre vepsaného 3072-thelniku.
b) Vypocitej na kal-kulajdé odpovidajici dolni odhad Psg7 po-
moci vztahu analogického vztahu (22).
c¢) Vysledek ovér pomoci vztahu (7) s goniometrickou funkef.

a) Vypiseme si doposud ziskané vztahy pro stranu a,, a trochu
si s tim pohrajeme:

CL6:1

neboli:
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V1
a24:a(3_23):\/2— 24+1/24+V1

(48 = Q(3.24) = 2\/2+ 2+ 2+\/I

ags = A(z.95) = \| 2 — 2+\/2+ 24+1/24+V1

Krastné vidime, ze kdyz rozlozime pocet stran daného
mnohothelniku n na tvar

n=3-2"

tak ¢islo £ urcuje jednak o kolikatou aproximaci se jedna a
dvojak pocet zelenych odmocnin na pravé strané. Napiiklad
strana agg predstavuje patou aproximaci, 96 = 3 -2° a na
pravé strané mame pét zelenych odmocnin.

7 toho duvodu pro asgro rozlozime
3072 =3 - 2%

a vidime, ze se jedna o desatou aproximaci a potfebujeme

20
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deset zelenych odmocnin.

( )

asor2 = |2— |24 |2+ 2+J2+J2+\JQ+\/Q+ 24+4/2+V1

. J

b) Kdyz to natukdme do SciCalcu, dostdvame

3072
Pygro = 5 (3072 =| 3,14159

¢) Porovname s vypoctem pomoci sinu:

) 180°Y\ .
Pyg70 = 3072 - sin (3072) =| 3,14159

OK, vyslo to stejné!

6.2 Horni odhady — by, pomoci b, (zklamani)

Priklad 6: Opsany n-thelnik a 2n-thelnik

Odvod'te vzorce pro vypocet strany by, opsaného 2n-ihelniku a
pro horni odhad ()5, pomoci strany b, opsaného n-ihelniku.

%ayjakobz’—"azjako

Vyjdeme z obrazku 8. Oznacime x jako 2

EF.

21
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q2n = 2n - by,

QnZn'bn

Obr. 8

Zapiseme Piyjthagorovy véty pro trojuhelniky EDS a GFE:
22+ 1% = (1 + 2)? (a)
2yt = (v —y)’ (b)
Z (b) vyjadiime z:

2% =2% — 2zy

z=1/x?— 2y

a dosadime do (a):

/Z+1=1+2\/$2—2xy+;%—2xy
xy = /12 — 2y

x2y2 =% — 2xy
Ty =x — 2y

vy’ + 2y —x =0

22
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Dostali jsme kvadratickou rovnici s proménnou .

D=4+ 42
—242v/1 + 22
Y12 = or

Smysl mé jen kladny koten

1+ V1422

X

Po dosazeni za x a y mame

2
b2_n —1+/1+3

bn
2
A4y 145
b2n = bn
a po uprave:
2,/b%2 +4—4
by = Y2 P22 (23)
bn,
Odtud mame @, = %, tedy pac d = 2:
ban,
Qan =2n- = (24)

J

Ted se vsicky moc t&sime, jak podobné jako v pifkladu 4 vypoéitdme

pomoci vztahu (23) a (24) néjaké elegantni vzorce pro strany a horni

23
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odhady
bi2; Q125 baa; Qa4; bag; Qus; bos; Qo

Ale, jak tikal taticek Masatik, ,Hovno, hovno, slavny soude!“ Bohuzel
Kuzel! Pojdme se na to juknout.

a’) bG; QG

Dle obrazku 8, kde mame opsany cerveny Sestitthelnik, vidime, ze v rov-
nostranném AESC mé vyska velikost 1, takze plati (vzorec pro vysku)
1= ‘/73 - b, odkud dostavame

()

Dle (23) je

Q12:12-7:12(2—\/§)ﬁ3,215

()
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b
Q24=24-§i3,16o

Tady to vzddme. Vejraz pro bey je hnusny a dalsi hodnoty bss a bgg
jsou jesté hnusnéjsi. Zadné pékné vzorce jako pro as, ndm odsud
neprysti. Respektive — pokud bychom se snazili, jak se pozdéji vokaze,
dostali bychom krastné vzorce, ale za cenu désnych a umélych tuprav.
Proto to nyni zkusime jinak (nicméné odvozené rekurentni vzorce jesté
pozdéji vyuzijeme pii postupném vypoctu pomoci tabulkového proce-
soru v kapitolce ?77).

6.3 Horni odhady — b, pomoci a, (nadSeni)

Pro zjisténi hornich odhadu budeme nyni postupovat tak, ze vyuzijeme
jiz hotové strany a, vepsanych n-thelniki a pomoci nich vyjadiime
strany b,, n-uhelniku opsanych.

Ukéaze se, ze nyni ndm zacnou vychazet stejné krastné vztahy jako
pro dolni odhady.

Priklad 7: Opsany n-uhelnik pomoci veps. n-tihelniku

Odvod vzorec pro vypocet strany opsaného n-tthelniku b,, pomoci
strany vepsaného n-uhelniku a,,.

b

Vyjdeme z obrazku 9. Oznacime z jako =

BC a v jako SC. Z ASC A méame
v=+vV1-—a? (a)

a y jako % a z jako

Z ABCA mame
z=/y? —a? (b)

7Z ABAS mame
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Sem dosadime z (a) a (b):

2
(\/1—x2+\/y2—x2> =1+

Obr. 9

Po par dupravéach dostavame

Sem dosadime za x a y:

26
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Qn

V4—a?2

Odtud méme Q,, = 2% tedy pac d = 2:

[ Qn:n% ] (26)

\ J

Priklad 8

Pomoci vztahu (25) a (26) vypocitej strany bg, bia, bag, bas, bog a
horni odhady Qg, Q12, Q24, Qus, Qo Cisla 7.

by =2 (25)

a’) b6> QG
Dle vztahu (11) je ag = 1, tedy diky (25) mdme bg = 2 - \/4%7
neboli:
bg = 2 ! (27)
’ V3
a diky (26) méme Qg = 6 - %
Qs =6 ! = 3,464 (28)
6 \/g )

b) b127 Q12
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Dle vztahu (13) je a1 = V2 — v/3, tedy diky (25) mame

2—1/3
bio =2 \/_
4—(2—3)
2—1/3
by =2 Y22 V3 (29)
2+/3
a diky (26) méme Q1o = 12 - %2 tedy
2_
Q12 =12- v3 = 3,215 (30)
2+/3

[ C) bas, Q24

Dle vztahu (17) je azs = \/2 — /2 + V/3, tedy diky (25) mame

by =2 -

(31)
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a diky (26) méme Qo4 = 24 - 2% tedy

2-v2++3
Qa4 =24 - = 3,160 (32)
2+v2+/3
¢) bag, Qug
Dle vztahu (19) je ass = \/2 —\/2+ V2+ V3, tedy diky (25)
mame
\/2 —V2+V2+V3
b4g =2-

-G

\/2— 24+v2++3
by = 2« (33)
\/2+ 24+v2+3
a diky (26) mame (Qu3 = 48 - b478 tedy
\/2 2+\/2+\/§
(Qoa =48 = 3,146 (34)
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[ ¢) bos, Qe
Dle vztahu (21) je ags = \/2 — \/2 +1/2 4+ V2 + V3, tedy diky
(25) mame
\/2—\/2+\/2+\/2+\/§
b96 =2

—(2—\/2+ 24243

\/2—\/2+ +vV2+3
\/2+\/2+ 24+ v/24+3

a diky (26) méme Qo = 96 - 2 tedy

[\
[}
w

r

Qo = 96 -

\/2—\/2+ 2" 2+¢§;
oo

(35)
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Tabulka 1: Piehled dolnich a hornich odhadu ¢&isla 7 pulenim Sestitihelniku

n Py aprox. | Qn aprox.
T T
6 6-— 3,000 — 3,464
2 \/g
2—3 2—-3
12 12-\/ V3 3,106 12-\/ v3 3,215
2 243
2—2 3 2-+/2 3
24 24 . w 3,133 24 . \/7# 3,160
24+vV2+V3
\/2—\/2+\/2+\/§ \/2— 24+vV2+V3
48 | 48- 5 3,139 | 48. 3,146
\/2+ 24+vV24+V3
\/2—\/2+\/2+\/2+\/§ \/2—\/2+\/2+ 2+3
96 | 96- 5 3,141 96 - 3,143
\/2+\/2+ 24+vV24+3

6.4 Shrnuti odhadu

V tabulce 1 vidime kréstné pravidelnou strukturu nasich dolnich a
hornich odhadu. Posledni odhady pro n = 96 se lis{ az na tretim dese-
tinném misté — ziskali jsme tedy 7 s presnosti na dvé desetinna mista:

[3Jm<n<&M3J (37)

Vidime, Ze jsme dospéli ke stejné piesnému odhadu jako ARCHIMEDES
(viz kap.6):

223 22
3,140845. .. = — <m < — =3, 142857 ... (38)
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7 Souvislost vnorenych odmocnin s

GOFU
V Prikladu 1 jsme odvodili vztahy pro dolni a horni odhady
180° 180°
P, = nsin 50 Qn=ntg >0
n n

Porovname-li je s tabulkou 1, vidime, ze musi platit

Gy 180° 1 L1800 1

6 2 576 T3
. 180° 23 180° 23
Sin = tg —

12 2 12 2+ v3
_180° 2—-V2+V3 o 180° 2—-v24+3
Sin = g —

24 2 24

2+V2+V3
180° \/2\/2+\/2+\/§ 180° 2—-y/2+V2+V3
ST 2 8 g =

[\
+
[\
+
[\
+
=

[\
+
[\
+
[\
+
=

'n1800_\/2\/2+\/2+\/2+\/§ 18
96 2

SI

0
I

g
[N
_|_
B

+

Priklad 9

Dokazte, ze plati vySe uvedené vztahy.

= S
+ \

<=

_|_

Prvni dva vztahy jsou znamé hodnoty sinus a tangens pro 30°.
Nasledujici ihly jsou vzdy polovinou thlu predchézejiciho a pro
vypocet jejich hodnoty muzeme pouzit vzorce pro sinus a kosinus
polovi¢niho hlu. Pac¢ nase tihly jsou z prvniho kvadrantu, kde je
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sinus a kosinus jejich poloviny kladny, pouzijeme vztahy bez abs.
hodnot:

o 1 —cosa a 1+ cosa
sm2—w 5 cos2—\/ 5

e Pro tihel % = 15° dostavame (s vyuzitim znamé hodnoty

cos 30° = ‘/73)

e 1% V28
sin 15° = = 5

2
L1+ V2B
cos 15° = =
2 2
in 15° 2 —4/3
tg 15° = S = v3

cos 15° 2+3

e Pro thel % = % dostdvame (s vyuzitim vyse spocitané
hodnoty cos 15°):

150 1328 o /24 V3
S = =

2 2 2

150 J14+ Y28 a4 V2443
COS =

2 9 - 2

15°  sini¥ /2243

5
5 =

tg

15°
2 cos = o 1 53

Vé o ° 7’ ’ ~ . / / ~ ~ /. /7
e Pro thel % = % dostdvame (s vyuzitim vyse spocitané

hodnoty cos 15°):
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150 1 \/2+ 2+ \/2—\/24— 2+

sin

4
15° 1+V2+ s \/2+v2+ V243
cos =
4
150 Sin \/2 — 2 + 2 +
t
£74 cos—
2412+ 2 +/3
e Pro thel 1800 = 150 dostdvame (s vyuzitim vyse spocitané

hodnoty cos ~- 150 )

150 \/2+ 2+ V243 \/2_\/2+\/2+ 2+

8

sin

COS

15 sin i \/2—\/2+ 2+v2+3

\/2+\/2+\/2+ 2+/3

8  cos i
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8 Zdvojovani ¢tverce

Pojdme si vyzkouset, jak se odhady 7 zméni, kdyZ vyjdeme nikoli z

Sestithelnika, ale zactneme zdvojovat vepsany a opsany ¢tverec (obr.
10).

7 obrazku je ziejmé, ze ays = V2 a by = 2. Odtud mame prvni odhad

Qg \/i

2

= 4,000

= 2,828

b
Qs=4- 54:4

l\DIl\D

Nyni dle (15) méame

w2 F N

as \/ \/§

P8:8-§ = 3,061

A dle (25) mame

by = 2 as V2 -2 2—\/5
—CLS 4 — (2 \/5 2+\/§
b 2 — /2
Qs =8 — =38- f_3314
2 2++/2

Vidime, ze dostavame vztahy analogické vztahum pro puleni
Sestithelniku (viz tabulka 1), jen v posledni nejvnitingjsi odmocniné
neni dvojka, ale trojka! Vysledky zapiseme do tabulky 2.
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Tabulka 2: Piehled dolnich a hornich odhadu ¢éisla 7 pulenim étverce

Obr. 10

36

n P, aprox. | Qn aprox.
2 2
4 4-% 2828 | 4= 4,000
212 2-v2
8 8-\/ v2 3,061 8-\/ v2 3,314
2 242
2—1/2 2 2—-+2 2
16 16~\/2+\[ 3,121 16~\/ V2 3,183
24+V2+V2
\/2—\/2+\/2+\/§ \/2—\/2+ 2+V2
32 | 32. 5 3,137 | 32- 3,152
\/2+ 24+V2+V2
\/2—\/2+\/2+\/2+\/§ \/2—\/2+ 24+vV2+V2
64 | 64- 5 3,140 | 64- 3,144
\/2+\/2+ 24+V24+V2
by =
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9 Zdvojovani pentagonu

Nyni se podivame na zdvojovani pentagonu. Pomoci obr.11 vypocitame
stranu as pravidelného pétithelniku vepsaného do jednotkové kruznice.

Stredovy thel prislusejici oblouku BC' ma ziejmeé velikost 72°. Uhel
« je obvodovy k oblouku BC, takze plati o = 36°.

Uhel 8 tvoif s dvéma fialovymi 1hly o velikostech 72° 1hel piimy,
procez 3 = 180° — 2 - 72° = 36°.

Pravouhlé trojihelniky APB a SQC jsou dle véty uu podobné, takze
plati

Z=— (39)

Piitom dle PYTHAGOROVY véty pro ASQC plati

2
%

y: 4

Déle vime, ze thlopricka v pentagonu je ¢p—krat delsi nez strana, kde ¢
je ZLATY REZ, pro ktery plati:

1++5
(P: 2

Pa¢ x je polovina uhlopticky, dostavame

p'=p+1

as -+ @
2

Dosadime za x a y do (39) a dostavame:

(40)
Odtud snadno vyjadiime as pomoci :

LG _ptl
4 4
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D
Obr. 11
4—ai=p+1
Odtud
[ as =+/3—¢ ] (41)
Odtud dle vyse odvozeného vztahu (25) b, = 2 - = spocitdme bs:
o, %, e _, g
by = 2 —=2. —=2. —2.
i—a Vi-(3-p) JIto N
Tedy
3=
bs = 2 L2 (42)
¥
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Dostavame:
505 3—p .
P=""=5. = 2,939
5 2 2 )
5b /3 —
Q5=7"’:5- Y ~3.633
¥

Nyni dle (15) médme

mo=\2-\fi-ad =12 VI-B-p) =2 - ViTe=VIp

2_
P =10-29 —10. Y2 ¥ - 3 (90
2 2
A dle (25) mame
Vo= -
blozg.ﬁzg.—gozg. P
VA— a2, - (29 2+ o
b Vo=
Q=10 -2 =10- Y = 3,249
2 V2+o

Dale

o= \2-\fi—ddo= 2 VI- G- p) =2 - Vot

2 — /2
PQOZQ().—W

5 = 3.129
520:2.&:2. 2-V2te :2.—\’2_ V2+e
V4 — a3, Vi—2-v2+9) 2+2+p
Q20:20.2_— Mﬁ37168
V2+2+¢

Vidime, ze dostavame vztahy analogické vztahum pro puleni
Sestithelniku (viz tabulka 1) a ¢tverce (viz tabulka 2), jen v posledni
nejvnitinéjsi odmocniné neni dvojka, ¢i trojka, ale zlaty tez ¢! Vysledky
zapiseme do tabulky 3.
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Tabulka 3: Prehled dolnich a hornich odhadu ¢isla 7 pulenim pentagonu

n P, aprox. | Qn aprox.
3= 3=
5. Y3=% 9939 |5.Y3~% 3,633
2 ¢
g g
10 | 10. Y2=% 3000 | 10 Y22¥ 3,249
2 V24
-2+ 22— V2 + o
20 | 20. V2 V2He 3,120 | 20- V2-V2te 3,168
2 PRV R
2- 24271 2- 242+
40 | 40- \/ : ? 3,138 | 40- \/ ? 3,148
2+V2+V2+0
\/27\/2+x/2+\/2+g0 \/27\/2+\/2+x/2+4p
80 | 80- 5 3,141 | 80- 3,143
\/2+ 24242+ ¢
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