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Problemas — Tema 9

Problemas resueltos - 25 - distancias

X
1. Calcula el valor de a para que la recta r:—==——= no corte al plano

2 6 —4
I[1:5x+ay+4z=5 .Paraesevalorde a calculala distancia de la recta al plano.

Una recta y un plano no se cortan si el sistema formado por ambas ecuaciones no tiene solucion.
Podemos resolver este problema de dos maneras.

La primera es pasar la ecuacion de la recta a general y realizar un sistema de tres ecuaciones y tres
incégnitas con la ecuacion general del plano. Si el sistema no tiene solucion, significa que recta y plano no
se cortan.

La segunda es pasar la recta a paramétrica y sustituir en la ecuacién del plano, quedando una ecuacién con
incégnita Unica el parametro libre de la recta. Si llegamos a un absurdo, significara que recta y plano nos e
cortan.

Resolvamos el ejercicios por este segundo método.

_ _ x=2t
r:lzy—zzz 2 r:ly=246¢t| — Sustituimos en I[M:5x+ay+4z=5
2 6 —4
z=2—4¢
5(2t)+a(2+461)+4(2—4¢)=5 — 10t+2a+6at+8—16t—5=0
6ai—6i12a+3=0 — (6a—6)t=—2a-3 — (=—2973
6a—6

Podremos obtener un valor del parametro ¢ siempre que el denominador sea distinto de cero, en cuyo
cayo tendriamos un absurdo matematico y no habria solucion (por lo que recta y plano no se cortarian).

6a—6=0 — Rectay plano son paralelossi a=1 — Il:5x+y+4z=5

La distancia de una recta a un plano, siendo ambos paralelos, es la distancia de un punto cualquiera de la
recta a dicho plano. De la ecuacion paramétrica de la recta es obvio que el punto P(0,2,2) pertenece a
la recta.

Usando la formula de la distancia de punto a plano:

5-0+1-2+4-2-5| | 5 | 5741
V52412 +42 Va1 41

d(P,H)z‘
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2. Considera el punto P(—1,0,1) yelplano Il:x—y+z+2=0 . Calcule:
a) Las ecuaciones de una recta que pase por el punto P y sea perpendicular al plano 11

b) La distancia del punto P al plano Il

a) Para obtener una recta necesitamos un punto de la recta y un vector paralelo a la recta.

El punto es, segun el enunciado, P(—l ,0,1)

El vector director de la recta debe ser, segun el enunciado, perpendicular al plano I1:x—y+z+2=0
Por lo que podemos tomar el vector normal al plano como vector director.

x=—1+A
in=(1,-1,1) - r:l y=—3
z=14A

b) Para obtener la distancia de un punto P(xo,yo, ZO) aunplano I1: 4x+By+Cz+D=0 podemos
hacer uso de la formula:

Ax)+B y +C z,+D)|
4(P.M)= VA4 1BC? |

1(=1)=1-0+1-142| 243
V3 |3

Aplicado a los datos del enunciado — d (P, TI)=
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x=—A
3. Dadas las rectas 7 =2=2 y sioy=142A
2 3 1
z==2+2\

a) Determine su posicion relativa.

b) Calcule la distancia del punto P(2,3, 1) alarecta s

a) Para estudiar la posicion relativa de ambas rectas debemos obtener sus respectivos vectores directores y
un punto de cada recta.

r:£=l=% ~ i.=(2,3,1) , 4er=(0,0,0)
sil y=1420 | — #@=(-122) , Bes=(0,1,-2)
AB=(0,1,-2)

El rango de la matriz formada por los vectores (L'[r,ﬁs, AB) nos informara del numero de vectores
linealmente independientes y, segun este valor, podremos determinar la posicion relativa de las rectas.

Calculamos el determinante de la matriz 3x3 formada por (17[,, i, AB) . Si es no nulo, el rango sera 3.

2 -1 0
3 2 1|=—8-140—(0+4+6)=—19#0 — Rango 3
1 2 -2

Si los tres vectores son linealmente independientes significan que las dos rectas son cruzadas en el
espacio.

b) Para obtener la distancia desde un punto P(2,3, 1) alarecta s podemos aplicar la formula que
vimos en teoria o bien razonar de la siguiente manera.

Elegimos un punto arbitrario de la recta s , cuyas coordenadas seran las de la recta en paramétricas.

xX=—A\
St oy=142N | — O(=A\, 1421, —2+2)) — Punto arbitrario de s
z=—242A

Formamos el vector P_»Qz(—k—2,—2+27\,—3 +2\) . El médulo del vector P_'Q sera la distancia

buscada siempre que el producto escalar de PQ con el vector director L_[SZ(— 1,2, 2) sea nulo (ya que
los dos vectores seran perpendiculares).
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PO-ii,=0 — —(=A=2)42(=242A0)+2(-3420)=0 — A+2—4+4K—6+41=0

8
9)\—820 — )\.:—
9

Con este resultado podemos obtener el vector P_’QZ (—7\ —2,—242N, 32 )\.) .

(ﬁ—z,—2+ﬁ,—3+ﬁ)

—26 11
9 9 9 ( )

2
9 " 9 9

- le76+4+121 [801 [89
d(P)S):|PQ|:\/ 31 :\/ 31 :\/?u

PQO=
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4. Sealarecta r que pasa por los puntos A(l,O,—l) y B(—l,l,O)
a) Halla la ecuaciéon de larecta s paralelaa r que pasa por C(—2,3,2)

b) Calcula la distanciade r y s

a)Silarecta s esparalelaa 7 ,tendran el mismo vector director. Y si s pasa por C(—2,3,2) ,ya
tendremos un punto y un vector para obtener la ecuacion de la recta.

R x=—2-2a
i=i,=AB=(-2,1,1) , C(=2,3,2)€s — s:| y=34q
z=2+a

b) La distancia entre dos rectas paralelas podemos obtenerla como la distancia de un punto A€E€r ala
otrarecta s
APXii|

Podemos obtener la distancia con la formula d(P,S)= ‘ , donde i/,

N

es el vector director de la

i,
recta s y PEs unpunto de dicha recta.

A(1,0,—1)er , P(-2,3,2)es — AP=(-3,3,3)

i=(-2,1,1) > [il=V6

APXii=|-3 3 3|=3i—6j-3k—(—6k+3i—3j)=—3j+3k=(0,-3,3)
-2 1 1

|APxii|=V18
|APxii| V18

d P, = = — = = 3

(P,s) i e V3u
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5. a) Estudia la posicion relativa de las rectas 7 :

x+y—z=1
2x+y—2z=1

x—z=0
x+2y—z=12

b) Calcula la distancia entre ambas rectas.

a) Para estudiar la posicidon entre ambas rectas vamos a tomar los siguientes elementos geométricos.

Punto y director de la primera recta — A, i,

Punto y vector director de la segunda recta —» B, i,

Vector formado por los puntos obtenidos — A_’B

AB) nos dara la informacion

—

El estudio del rango de la matriz formada por estos tres vectores (u,,, L'[S,
necesaria para determinar la posicion relativa de las rectas.

Pasamos las rectas, en forma general, a paramétricas.

: x+y—z=1 - z=AN > r: x+y=1+7» — Restamos las dos ecuaciones —
2x+y—2z=1 2x+y=1+2A
x=A
—x=—h — x=A — y=1 - rily=1} — 4(0,1,0) , @,=(1,0,1)
zZ=N\

x—z=0 } - z=A > Xx=A — y:6

x+2y—z=12
xX=A

s:iy=6{ — B(0,6,0) , #,=(1,0,1)
Z:

AB=(0,-5,0)

1 0 1
(@i, AB)=|1 0 1| — det=04+0—5—(0+0—5)=0 — Rango#3
0 0

Buscamos un menor de orden dos no nulo — |0, =0+5=5 — Rango=2 — Tenemos dos vectores
linealmente independientes, por lo tanto la terna (ﬁr, iu,, AB) estd contenida en un mismo plano. Esta
configuracion puede implicar que las rectas sean paralelas o secantes. Para decidirlo, debemos ver el rango
( —> —> )_ 1 O 1
u,,u)=

L0 1 — Son vectores proporcionales, por lo que las

de los dos vectores directores —

rectas son paralelas.
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APXi,
b) La distancia entra ambas rectas paralelas podemos determinarla con la férmula d(P, r)=|7

-

u

I

sabiendo que:
if. — Vector director de larecta » — i.=(1,0,1)
A —Puntodelarecta r — A(O,I,O

P —Puntodelarecta s — P(O,6,0

AP=(0,—5,0)

. iJok A ..

APXi, =0 -5 0=—5i+0+0—(-5k+0+0)=—5i+5k=(-5,0,5)
1 0 1

| AP xii| =25 +0+25=50

_THH=12

t,
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6. Sealarecta r:

3x+2y=0
3x+z=0

a) Determina el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P(l, 1, 1)

b) Halla los puntos de la recta cuya distancia al origen sea de 4 unidades.

a) Si el plano es perpendicular a la recta, el vector director de la recta sera igual al vector normal del plano.
Pasamos la ecuacion general de la recta a paramétricas para obtener su vector director.

_3 x=A
r 3xR2y=01  y-n o yZTK - y=_—3 - I’_[r:(lﬂ_i_3)
3X+Z:0 __37\‘ 2 29
= z=—3A

Podemos tomar como vector director uno proporcional al obtenido, con objeto de no operar con fracciones.
Porejemplo i7,=(2,-3,—-6) — uy=(2,-3,-6) — I1:2x-3y—6z+D=0

El término independiente se obtiene con la condicion de que el plano pase por el punto P ( 1,1, 1)

Pell - 2-3-6+D=0 —» D=7 — I1:2x-3y—6z+7=0

b) Tomamos un punto arbitrario de la recta, y forzamos que su distancia al origen de coordenadas sea igual
a 4. El punto arbitrario lo tomamos de la ecuacién paramétrica de la recta.

X=A
r y:%?’ — Punto arbitrario de la recta A(k,—%k,—37\)
z=—3A\

- 3 e 2. 9.2 2 50,
0(0,0,0) — Aoz(x,—gx,—n) — |4B|= MAZRHON =4 o oA =4
— 64 +8 442
50M°=8 — 50A°=64 — A=t4— > A=—pr=
/ 50 52 5

(46 642 —125) —4v2 642 12@)
57 575 T5

. A
2<5 5 5

Puntos solucién — A4,
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x+y=2

7.Seaelpunto A(1,—2,1) ylarecta r:
2x+y+z=7

a) Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta que pasa por A

b) Calcula la distancia del punto 4 alarecta r

a) Si el plano es perpendicular a la recta r , el vector normal del plano sera paralelo al vector director de
la recta.

Podemos obtener este vector director haciendo el producto vectorial de los vectores normales de los dos
planos que forman la recta en su forma general.

xX+y=2
2x+y+z=7

Pk
r - 1=(1,1,0),v=(2,1,1) - p=uxv=|[1 1 0|=i+0+k—(2k+0+/)
2 1 1

A

in=i—j—k=(1,-1,—1)

Si tenemos el vector director del plano, su ecuacion general sera — I[l:x—y—z+D=0
El término independiente lo sacamos forzando que el plano pase por el punto A (1,—2, 1)

A€Ml - 1R-14D=0 — D=-2 — M:x—y—z—-2=0

b) Para obtener la distancia del punto a la recta buscamos un punto arbitrario de la recta. Para ello,
pasamos la recta en forma general a paramétrica.

v x+y=2 - z=A > r: x+y=2 — Restamos ambas ecuaciones
2x+y+z=7 2x+y=T7—Ah
x=5—A
—x==54+h - x=5-k - y=2-x - y==3+h - riy=—34)\
zZ=A

Un punto arbitrario de la recta sera P(S—?x,—3 +7\,7\) . Vamos a pedir que el vector AP sea

perpendicular a la recta 7 . Si esto se cumple, el médulo del vector 4P nos dara la distancia minima
del punto a la recta.

A(1,-2,1) , P(5-n, =340, k) — AP=(4=h,—14n,A—1)
i.=(—1,1,1)

Los dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es nulo.

-

AP-i.=0 — (—44+0)H-1+0)HA—-1)=0 > —6+3A=0 — Ar=2

Por lo tanto — A_'P=(2,l,1) — d(A,V)=|A_}’|=\/EU
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x=14+2A\
8. Sean las rectas r: y=1-A| Yy S:

x—|—2y=—1}

=1 z=—1

a) Comprueba que ambas rectas son coplanarias y halla la ecuacién del plano que las contiene.

b) Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estan en ambas rectas, calcula su area.

Dos rectas en el espacio tridimensional son coplanarias si son paralelas, secantes o coincidentes.

Si tomamos un vector director de cada recta, y un tercer vector con origen un punto de r» y fin un punto de
s , y estudiamos el rango de la matriz formada por esos tres vectores, este rango debe ser distinto de
3 para rectas coplanarias (los tres vectores no pueden ser linealmente independientes).

x=14+2A\
ril y=1-n| — #,=(2,-1,0)
z=1
JxR2y=-1 " . ¥=—1-2} s _(_o 1
S ) — Pasamos a paramétricas — 5 y=Mh — us—( 2, ,0)
z=—
z=—1

Es directo que ambos vectores directores son proporcionales — L'[rz—ﬁs , por lo tanto necesariamente

las rectas seran paralelas o coincidentes, por lo que perteneceran al mismo plano. Son coplanarias.

Aunque no lo pide el ejercicio, para practicar, vamos a determinar si son paralelas o coincidentes. P
podemos obtener el vector AB con AE€r y BEs . Por ejemplo, de las ecuaciones paramétricas —
A(1,1,1) , B(-1,0,—1) » A4B=(-2,-1,-2)

Es directo comprobar que AB no es proporcional a ﬁr=(2,—1,0) , ya que sus respectivas

2 —-1,0 e -
componentes no cumplen la misma regla de proporciéon — —27&—17&—2 — AB y #, son

linealmente independientes, por lo que las rectas son paralelas.

Con dos vectores linealmente independientes del plano y un punto del plano, podemos aplicar la
determinacion lineal del plano para obtener su ecuacion general.

_ 2 =2 x+l
(7, AB,B) — |-1 —1 y |=0 — =2(z+1)+0+2(x+1)—(0—4y+2(z+1))=0
0 -2 z+1

2(x+1)+4y—4(z+1)=0
II:2x+4y—4z—2=0 - Simplificamos - Il:x+2y—2z—1=0
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b) Al ser las rectas paralelas y descansar dos lados del cuadrado sobre ambas rectas, y recordando que un
cuadrado tiene sus cuatro lados iguales, la longitud de un lado sera igual a la distancia entre ambas rectas.

Por lo tanto, el &rea del cuadrado sera [d (r , s)]2

Para obtener la distancia entre ambas rectas tomamos un punto A(l,l ,I)Er y un punto arbitrario de la
recta s a partir de su ecuacion paramétrica — Q(— 1-2M,A,—1 )Es

El vector A_Q=(—2—2K, A—1,—2) sera perpendicular al vector director de la recta s si el producto

escalar de ambos vectores es nulo. Y si ambos vectores son perpendiculares, el médulo de AQ
coincidira con la distancia que separan ambas rectas.

A0 i, =(-2-2n,A—1,-2)(=2,1,0)=0 — 4+4A+A—1+0=0

-3 - 6 —3 —4 -8
3=0 - A=—2 . 4 242 21, -2)=(=2, =2 2
50+3=0 )‘5 0=(— 53 )(5,5,)

- 16 64 180 (36 6 NE
d(r.s)=l40 \/25 25t \/ \E NG “

=72 u’

Area del cuadrado solucion — A=[d (r, s)]2:
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x—y+z=2
2x—2y+z=2

9. Sean las rectas r :[ S

x+y=0}

z=1
a) Determina la posicion relativa de ambas rectas.
b) Hallar, si es posible, la ecuacion de un plano paraleloa r que contienea s

c) Obtener la minima distancia entre ambas rectas.

a) Para estudiar la posicion relativa de dos rectas podemos hacerlo estudiando el sistema de los cuatro
planos que aparecen en la forma implicita de ambas rectas, o bien pasar a paramétrica y trabajar con los
vectores directores.

Como tenemos las rectas en forma implicita, estudiaremos la solucion del siguiente sistema (en notacion
matricial).

1 -1 1 1 -1 1[2
12 =21 |2 -2 1]2

M_l 1 0 M/Dl 0
0 0 1 0 0 11

Estudiamos el rangode M , con el siguiente menor de orden 3.

2 -2 1
|F,F,F|J=1 1 0[=240+0—(0+0—2)=4#0 — rango(M)=3
0 0 1

Estudiamos el rangode M /D con el siguiente determinante de orden 4.

1 -1 1 2 1 -1 1 1
2 -2 1 2 2 -2 1 1

= -~ C',=C,—-C, — =
|M/D|1 1 00 4o |M/D|1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0

Desarrollamos el determinante por la fila £,

1 -1 1
IMID|=—1-2 -2 1|=—(0—1+2—(=24140))=—(1+1)=—2#0 — rango(MI/D)=4
1 1 0

Si rango(M)=3#4=rango(M /D) — No hay solucién — Sistema Incompatible — Las rectas son
cruzadas.
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Para practicar, vamos a comprobar que obtenemos el mismo resultado si pasamos las ecuaciones de las
rectas a paramétricas y trabajamos con los vectores directores.

sl X—ytz=12
12x—2y+z=2

S z=h o el XTy=2-A o pe|2x=2y=4=2)
12x—2y=2-Xr | 2x—2y=2—M\

Igualamos ambas ecuaciones.
4-2N=2-\ - A=2 — z=2

Tomamos otra incognita como parametro. Por ejemplo  y=A . Asi:
x—A+2=2 — x=A

Larecta r en paramétricas resulta:

~

Il
N =
Il
o> >

— Punto de larecta A(0,0,2) . Vector director i,=(1,1,0)

Trabajamos ahora con la segunda recta.

Larecta s en paramétricas resulta:

xX=—A
s={ y=) { — Puntode larecta B(0,0,1) . Vector director if,=(—1,1,0)
z=1

El vector formado por los puntos obtenidos de las rectas resulta: AB =(0,0,—1)

Asi, debemos estudiar el rango de la matriz formada por los vectores columnas L'[,,, l/_[s, AB
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1
ABl=[1 1 0| — |&. i, AB|=—140+0—(0+0+1)=—2+#0
0

—
—

Es decir: rango (ur, i, AB)=3 — Los tres vectores son linealmente independientes — Las rectas son
cruzadas.

b) Debemos obtener un plano paraleloa r» que contienea s

Para obtener la ecuacion paramétrica de un plano necesitamos un punto y dos vectores linealmente
independientes pertenecientes al plano.

Un punto puede ser B(0,0,l) , calculado en el apartado anterior y que pertenece a s . Un vector
puede ser el vector directorde s — LTSZ(— 1,1 ,O) . Un segundo vector seré el vector director de r

— I/Tr:(l,l ,0) . Ambos sean linealmente independientes, como demostramos en el apartado anterior, y
ademas garantizamos obtener un plano paralelo a la recta r

Por la determinacion lineal del plano, podemos obtener la ecuacion general resolviendo el siguiente
determinante.

1 -1 X
O(7.,d,B):]1 1 y|=0 - z—14040—(04+0+1—z)=0 — 2z-2=0
0 0 z—1

c) La distancia minima entre ambas rectas coincide con la distancia medida desde la recta r» al plano
obtenido en el apartado anterior, que es paraleloa 7 vy contiene alarecta s

Podemos tomar cualquier punto de la recta » y obtener la distancia al plano I1:z=1

El punto A(0,0,Z)Er y podemos hacer uso de la expresién general de la distancia de un punto
P(xo,yo,zo) aunplano II:Ax+By+Cz+D=0

_ |Ax0+ByO+CZO+D|
VA 4B 4C

11-2—1]
d(P,I1 — d(A4,1)=—F—=1
(P11 (=12t
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10. Dados el plano Il:x+y—z—1=0 ylarecta r:

3x+y+z—6=0
2x+y—2=0

a) Estudia la posicion relativa de la recta y el plano.
b) Calcula la distancia de la recta al plano.

c) Calcula la ecuacién general del plano que contiene alarecta » y es perpendiculara II

a) Vamos a formar un sistema con las dos ecuaciones que forman la ecuacion implicita de la recta y con la
ecuacion general del plano. Sera un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas.

3x+y+z=6 31 116
2x+y=2 — Notacién matricial - (2 1 0|2

Segun la solucion de este sistema, podremos concluir la posicidn relativa de la recta y el plano.
El determinante de la matriz del sistema es:

31 1
2 1 0 :—3+0+2—(1+0—2):0 — El rango de la matriz del sistema no es 3

I 1 -1

1|=—1;'&O — El rango de la

, : 1
Existe al menos un menor de orden 2 no nulo — Por ejemplo |0!.11|:‘1

matriz del sistema es 2.

Ahora estudiamos el rango de la matriz ampliada. Primero buscamos si existe al menos un menor de orden
3 no nulo.

I 1 6
|C,C,CJ=1 0 2|=04+2—6—(0—2+1)=—3+#0 — Elrango de la matriz ampliada es 3.
1 -1 1

Por lo tanto:

rango (A)=2#3=rango(A/C) — Sistema sin solucion segin el Teorema de Roché-Frobenius —
Sistema incompatible — La recta es paralela al plano.

b) Para calcular la distancia de la recta al plano podemos tomar un punto P(xo, Yo, ZO) cualquiera de la
recta y aplicar la expresion:

Ax,+By,+Cz,+D
d(P,H)Zl 0 2)’02 (; |
VA 4B +C
Para obtener un punto de la recta podemos pasar de la forma implicita a paramétricas.
x=A
p3XIVEZ6=00 oy y=2-20h =4k o rily—2oon
2x+y—2=0 Y
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Un punto de la recta es P(0,2 ,4)

Y la distancia al plano I1:x+y—z—1=0 resulta:

04+2—-4-1 =
d(P,H):|77|:\/3 u
VI+1 41
x=A
c) Finalmente buscamos un plano que contenga a larecta 7:{y=2—2)\} Y sea perpendicular al plano
z=4—A

II:x+y—z—1=0

Podemos obtener un plano con un punto y con dos vectores linealmente independientes que pertenezcan al
plano.

El punto es P(0,2 ,4) , que pertenece a la recta y, en consecuencia, pertenece al plano.
Uno de los vectores es el vector directo de la recta —  #7,=(1,—2,—1)

Y el segundo vector podria ser el vector normal del plano Il |, que por ser perpendicular al plano
pertenecerd en consecuencia al plano que estamos buscando (que es perpendicular a II ). Este
razonamiento nos sirve siempre y cuando el vector normal u"HZ(l,l ,— 1) sea linealmente independiente

respecto al vector LT,Z( 1,-2,— 1)

Ambos vectores son linealmente independientes, ya que no son proporcionales, como puede verse de los
cocientes de sus componentes respectivas.

1 — —
1,-2,-1
1 1 -1
Por la determinacién lineal del plano podemos obtener su ecuacién general.

1 1 X
(i, iy, P)i|-1 —2 p—2|=0 — T:x+z—4=0
-1 -1 z—4
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11. Sean los puntos  4(1,2,—1) , P(0,0,5) , O(1,0,4) y R(0,1,6)

a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A , es paralela al plano que pasa por los
puntos P,0 y R ytal que la primera componente de su vector director es doble de la segunda.

b) Hallar la distancia del punto A4 al plano que pasapor P,QO y R

a) Silos puntos P,Q y R pertenecen a un plano, los siguientes vectores perteneceran a dicho plano.
PO=(1,0,—1) , PR=(0,1,1)

Por la determinacién lineal del plano, su ecuacion general sera:

1 0 «x
[(PO,PR,P):l0 1 y |20 - z=54040—(—x+y+0)=0 — TM:x—y+z—5=0
-1 1 z-=5

Este plano es paralelo alarecta » que buscamos, que ademas pasa por el punto A4 ( 1,2,— 1)

El vector director de esta recta soluciéon sera L'[r=(x,y,z) , 'y el enunciado nos dice que la primera
componente de este vector director es doble de la segunda. Es decir:

ii,=(2y.,y,z)

Un vector perpendicular al plano I1 también sera perpendicular al vector director i, . Es decir, el vector
normal del plano u"nz( 1,— 1,1) sera perpendicular a i, 'y el producto escalar de ambos sera nulo.

i up=(1,-1,1):(2y,y,2)=0 - 2y—y+z=0 - y+z=0 — z=—y
Por lo tanto, el vector director de la recta solucion resulta:

L'[r=(2y,y,—y) — Cualquier valor de y no nulo nos ofrece un vector director de la recta (de los
infinitos vectores directores que existen). Por ejemplo  y=1 — L‘[r:(Z,l ,—1)

Y con un vector y un punto tenemos la ecuacién en paramétricas de la recta solucion:

x=1+20
r. y=2—|-[3
z=—1-p

b) Para obtener la distancia de un punto P(xoﬁyo, z,) aunplano I:Ax+By+Cz+D=0 hacemos
uso de la siguiente expresion.

| Axy+B y,+C z,+D|

Ry

Aplicado al punto A(1,2,—1) y al plano de ecuacion general Il:x—y+z—5=0 |, resulta:
1-2+1-5| 743

- v 3 -

d(P,1)

d(P,I)
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12. Considera el punto P (2,—1,3) yelplano I1 de ecuacion 3x+2y+z=5
a) Calcula el punto simétrico del punto respecto del plano.

b) Calcula la distancia del punto al plano.

a) De la ecuacion general del plano obtenemos su vector caracteristico, perpendicular al plano:
i=(3,2,1)

x=2+3t
Trazamos la recta que pasa por P(2,—1,3) y con vector director %=(3,2,1) — r: y=—1+2t¢
z=3+t

Esta recta es perpendicular al plano. Obtenemos el punto de corte de recta y plano, llevando la ecuacion
paramétrica de la recta dentro de la ecuacion general del plano:

3(2430)42(=1420)4(34)=5 — 6491244143 +=5 — 14i=—2 — t:%l
Llevando el valor del parametro a la recta, sacamos el punto de corte de recta y plano:
11 9 20
A -2.2
7 77
Este punto es el punto medio del segmento PP’ , donde P'(x',y',z') es el simétrico de

P (2, — 1,3) respecto el plano. Como el punto medio es la semisuma de las componentes:

(E _2 @):(24‘)(' —1+yl 3+Z')
7 77 2 7 2 72

Igualando componentes:

x :§ ’:_—11 Z':E
77 7

P — El punto solucion es P ’(g —7 —)

b) Finalmente, la distancia de punto a plano podemos obtenerla con la expresidon que relaciona las
coordenadas del punto (X, ¥,,z,) Y laecuacién general del plano A x+By+Cz+D=0

- [Axy+B y,+Czy+D| _3-242-(=1)+1-(3)-5 _ 2 \E“
7

d(P. 1 __2 _
( VA*+B*+C? V32427 412 V14
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3x+2y=0
3x+z=0

13. Sea la recta 7r:

] . Halla los puntos de la recta cuya distancia al origen sea de 4

unidades.

Tomamos un punto arbitrario de la recta, y forzamos que su distancia al origen de coordenadas sea igual a
4. El punto arbitrario lo tomamos de la ecuacion paramétrica de la recta.

X=A
r );:_73 — Punto arbitrario de la recta A(K,—%X,—?)k)
z=—3A\
0(0,0,0) — A*oz(x,—%x,—n) . \A_'B\:q/ﬁ%?\z+9}\2=4 - \/5707\24
V500228 5007264 - r=wySd L po8 4D
V50 525

(4@ 642 —12@)

—4y2 642 126)
5 5 5 ’ ’

A 5 5 5

Puntos solucién — A4,
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