Matematica 1° Medio
UNIDAD 4. Transformaciones isométricas (Primera parte)

GUIAN° 1
INTRODUCCION

El artista holandés Maurits Cornelis Escher (1898 - 1972) es considerado
uno de los artistas graficos mas famosos del mundo. Sus obras estan
llenos de mundos imposibles, de metamorfosis y en muchos de ellos
Escher muestra una enorme comprension de aspectos matematicos como
simetrias, el infinito, cintas de Moebius y muchos otros. Te invitamos a
que conozcas la obra de este enorme artista, por ejemplo a través de su
pagina oficial www.mcescher.com.

Al observar las obras de Escher, uno no puede dejar de preguntarse: écomo
lo hizo? Por ejemplo, aqui ves una xilografia llamada Dia y Noche, de 1938.
(¢Sabes qué es una xilografia? iConsultale a tu profesor/a de artes!)

A la izquierda vemos un paisaje de dia. Un
pequefio poblado a orillas de un rio, rodeado de
campos sembrados. Sobre el pueblo vuelan aves
negras. A la derecha vemos un poblado de
noche, sobre el cual vuelan aves blancas. iPero
momento! iAmbos pueblos son idénticos! Escher
pinté ambos pueblos como si fuesen uno el
reflejo del otro en un espejo. ¢Pero qué pasa en
el centro? Al mirar de abajo hacia arriba, vemos
que los campos sembrados se van transformando
imperceptiblemente hasta convertirse en las

; aves. Pero ademas las aves negras y blancas se
complementan a la perfeccion. Los espacios dejados por las aves blancas las ocupan las aves
negras y viceversa. ¢No te parece asombroso? (Si averiguas lo que significa xilografia te
asombraras aln mas).

¢Entonces, cdmo lo hizo? Dejando de lado el genio de Escher, su obra
muestra gran rigurosidad y planificacion. Le dedico tiempo, paciencia y
carifio a lograr lo que pretendia. Antes de empezar una obra como Dia y
Noche, dedicaba mucho tiempo a ensayar. Aca ves un estudio que hizo para
dicha obra. Se trata sélo de las aves blancas y negras. Escher estaba
estudiando como encajarlas para que se complementaran a la perfeccion. Si
observas bien, se puede notar que dibujo lineas verticales y diagonales para
irse guiando. De hecho tenia cuadernos llenos de estudios como ese.
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¢Como lo hizo? Debe haber hecho algo asi:

Reticulado Patron

En esta unidad veremos los aspectos matematicos basicos que usd Escher. Pero nosotros
usaremos puntos, tridngulos, cuadrados, etc., es decir figuras simples. Progresivamente iremos
complicando los dibujos y, écédmo sabes?, tal vez termines sorprendiendo a todos con un dibujo
tan bello como los de Escher.

Lo primero que debes observar es que Escher usé un patrén repetitivo: por ejemplo, aves. (El
color de ellas es irrelevante y es sélo para darle un efecto al dibujo). Este patrén lo copid

tantas veces como fuese necesario, pero sin cambiar su tamano y luego los “*movidé” por sobre
la superficie del papel. En matematicas, a esto lo llamamos transformaciones isométricas.

Una transformacion isométrica es una transformacion de una figura plana que altera
solamente la ubicacién de la figura, pero sin alterar por ejemplo su tamano, ni su area, ni sus
angulos. La palabra isometria proviene del griego: iso significa igual (como por ejemplo en la
palabra “isosceles”), y metria viene de la palabra griega para “"medir” (como por ejemplo
geometria, trigonometria).

Las transformaciones isométricas son tres: la traslacion, la rotacién y la reflexidn (o simetria
axial). A veces se considera también la simetria central como una transformacion isométrica,
aunque en el fondo se trata de una rotacion.
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GUIA N° 2
TRASLACIONES

En las tres figuras anteriores hemos destacado dos de las aves negras. Si comparamos la
posicion de las dos aves, vemos que “estan movidas”. En la figura 1, un ave estd mas a la
izquierda de la otra y levemente mas abajo. En la figura 2, un ave esta arriba a la izquierda
respecto de la otra. En la figura 3, un ave estd mas arriba de la otra.

Como los conceptos “mas a la izquierda”, “levemente mas abajo”, “arriba a la izquierda” o
“mas arriba” son muy vagos (écuantos centimetros hacia la izquierda?, éen qué angulo hacia
arriba a la izquierda?), necesitamos de un concepto mas preciso. Este concepto es el de
vector. Un vector te lo puedes imaginar como una flecha que indica el movimiento necesario
para transformar una figura en otra.

—

Figura 2 El vector es: Figura
original: = - trasladada:

Un vector tiene direccion, sentido y magnitud. Direccion y sentido estan muy relacionados:
La direccion puede ser izquierda-derecha, norte-sur. El sentido en cambio, es “hacia la
izquierda” o “hacia el norte”.

La magnitud, en palabras simples, es cuanto mide el vector.
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ACTIVIDADES

1. Es muy comdn que si el punto original se llama P,
entonces su imagen, es decir el punto obtenido al
trasladarlo segin un vector, se llame P".

Pedro debia trasladar los puntos A, B, C y D segun
el vector dado, pero cometio tres errores.
¢Cuales fueron?

2. Dados los puntos P, Q y Ry el vector de traslacidon de la figura,
a) Traza el segmento R) y construye el segmento trasladado P’_Q’
b) Dibuja la recta QR y construye la recta trasladada Q'R".
c) ¢Qué relacidon hay entre el segmento R)y su imagen y entre la recta QR y su
imagen, respectivamente? Conversa con tu compafero.

Q

3. Observa los siguientes triangulos. ¢Cuales son el resultado de alguna traslacion? Dibuja
el vector traslacion (usa diferentes colores).

—~—— —
\| It T, Ts |/ T.
\ /
\\\
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ACTIVIDADES

Vimos que la traslacién de segmentos y rectas produce, a su vez, segmentos y rectas, y que
estas son paralelas a las originales. Ahora estudiaremos las traslaciones en relacion a los
sistemas de coordenadas.

1. a) En un sistema de coordenadas marca los puntos A = (2, 5) y B =(6, 4). Dibuja el
vector que traslada A a B. A este vector lo designaremos por AB (se lee: “vector AB")

b) Los siguientes puntos se trasladan segun el vector AB . Determina sus imagenes.
bi) C = (1, 4) b2) D = (0, 3)
c) La imagen de un punto P segun el vector AB es P’ = (1, 2). ¢Cual es el punto P?

2. Dibuja el tridangulo de vértices A = (1, 3), B = (6, 1)y C = (5, 6). Construye la imagen
del tridngulo ABC obtenida mediante una traslacion segun el vector PQ . (Usa diferentes

colores).
a)P=(0,0);,Q=(-50) b) P =(0,0);, Q=(-1,-3)

Para designar un vector PQ, se necesita conocer las coordenadas del punto inicial Py del

punto final Q, como vimos en los ejercicios anteriores. Sin embargo, es muy comun que el
punto inicial sea P = (0, 0), como en los ejercicios 2a) y 2b). En este caso basta sélo con dar el

punto final Q y en vez de 5@ usamos una letra mindscula (generalmente u, v, w) para
designar al vector. Asi, en el ejemplo 2a), en vez de decir *P = (0, 0); Q = (-5, 0)" podriamos
haber dicho simplemente u=(-5,0).

3. Unpunto A = (2, 1) se traslada segun el vector Cl=(3,1), obteniendo el punto A”. A’ se

traslada segun el vector \7=(1,4), obteniendo A”.

a) Dibuja los tres puntos y los vectores en un sistema de coordenadas.
b) Si se desea trasladar el punto A directamente hasta el punto A”, équé vector se debe
usar?
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GUIA N° 3
SIMETRIA AXIAL

La segunda transformacion isométrica que estudiaremos es la reflexiéon o simetria axial.
En la figura 1 ves otro estudio que hizo Escher, para una xilografia llamada Limite Circular IV,
de 1960 (figura 2). En esta obra, en vez de aves, Escher mezcla dangeles y demonios.

Fig. 1

En la figura 3 hemos destacado dos de los angeles. Al compararlos, vemos que uno es el reflejo
del otro, segun la linea punteada.

Una reflexion o simetria axial es una transformacion respecto de un eje, llamado eje de
simetria. Cada punto P de la figura se refleja en su imagen o punto homélogo P’,
cumpliéndose las siguientes propiedades:

1. PP’ es perpendicular al eje de simetria.

2. PO = OP'.
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ACTIVIDADES

1. Laimagen de la derecha te muestra cdmo usar un transportador V £ /¢
para reflejar un punto P respecto de un eje L. 3

a) Marca el punto P’

b) ¢Qué relacion hay entre el segmento PP’y la recta L? éQué
relacion hay entre la distancia de P a L y la distancia de P"a L?
(Responde aqui)

Uy

o
08 g W oL
= g U g

2. Refleja los puntos A, B y C respecto del eje L.

Ae L

3. En la figura aparece un punto P y su imagen P’ segun una reflexidn. Construye el eje de
simetria. Describe los pasos que realizaste para encontrar dicho eje.

7

Descripeidn de la construcctdn
Primeyo.

Pe
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ACTIVIDADES

Si en vez de reflejar un punto, deseamos reflejar toda una figura, elegimos puntos clave de
dicha figura. Por ejemplo, en el caso de un segmento podriamos elegir los extremos; en el caso
de un poligono, los vértices; en el caso de una circunferencia, el centro, etc. (Notese que dice
“podriamos”. Esto quiere decir que no hay una Unica forma de elegir los puntos). Una vez
reflejados los puntos elegidos construimos la imagen de la figura.

1. Construye las imagenes de las siguientes figuras respecto del eje sefialado.

Dibuja la inicial de
tu nombre aqui

2. a) Refleja el tridngulo ABC respecto del eje L.
b) Heriberto corre a lo largo de los lados del tridngulo en sentido antihorario. ¢En qué
sentido corre la imagen de Heriberto a lo largo del tridngulo reflejado?
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ACTIVIDADES

Veamos la simetria axial usando sistemas de coordenadas.

1. a) En un sistema de coordenadas dibuja la recta L que pasa por los puntos (0, 4) y (4, 0).
b) Los siguientes puntos se reflejan segun la recta L. Determina sus imagenes.
bi) A=(1,2) b2) B = (5, 1)
c) La imagen de un punto P al reflejarlo respecto del eje L es P" = (-3, 2). éCual es P?

2. La recta L pasa por los puntos (2, 6) y (6, 0).
Refleja el segmento PQ, con P = (2, 7); Q = (7, 5), respecto de L.

3. a) Dibuja los puntos P =(3,2), Q=(7, 1)y P" = (2, 3).
b) Construye la recta L, de manera que P’ sea la imagen de P al reflejarlo respecto de L.
c) éCuales son las coordenadas de la imagen de Q al reflejarlo respecto de L?

4, Dibuja el cuadrilatero ABCD con vértices A = (2, 1), B=(5,0), C=(6,4)y D = (3, 5).
a) Refleja el cuadrilatero respecto del eje dado por la recta de ecuaciéon y = 0.

b) Refleja el cuadrilatero respecto de una recta que forme 45° con el eje x y pase por el
origen.
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ACTIVIDADES

Si tras aplicar una reflexidén respecto de algun eje, la figura resultante
coincide con la figura original, diremos que la figura presenta simetria axial.

Por ejemplo, la mariposa de la figura tiene un eje de simetria. ({Cual?)

1. Sefiala qué imagenes presentan simetria axial. En caso de haber simetria axial, dibuja el o
los ejes de simetria.

9 ¥

2. En las figuras ves algunos poligonos regulares: un triangulo equilatero, un cuadrado, un
pentagono regular y un hexagono regular.
a) éCuantos ejes de simetria tiene cada figura? iDibujalos!

/\

b) Generaliza: éCuantos ejes de simetria tiene un poligono regular de n lados?
(Responde aqui)

3. En cada uno de los siguientes ejercicios, dibuja algunos ejemplos y luego escribe una
respuesta. Compara con tu compafiero/a.

a) ¢Cudntos ejes de simetria tiene un rectangulo?

b) ¢Cuantos ejes de simetria tiene un triangulo isosceles?
c) ¢Cudntos ejes de simetria tiene un paralelogramo?

d) ¢éCuantos ejes de simetria tiene un rombo?

&
L

4
%

10
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GUIA N° 4
SIMETRIA CENTRAL

La tercera transformacion isométrica que estudiaremos es la simetria
central o puntual.

Aparece comuUnmente en los naipes, como en el rey de pik que ves en la
figura.

Sin duda que este naipe tiene presenta simetria, pero no es una simetria
axial. (¢Por qué no?).

El tipo de simetria que presenta esta imagen se comprende si se unen
puntos homologos. Por ejemplo al unir las puntas de las espadas vemos
que esta unidn pasa por un punto muy especial: el “6valo” ubicado justo
en el centro del naipe. Si unes otros puntos homoélogos, veras que el
segmento que los une siempre pasa por dicho punto. (iHazlo!)

Una simetria central es una transformacion isométrica en la que a cada punto le corresponde

una imagen respecto de un punto llamado centro o centro de simetria.

Se deben cumplir las siguientes condiciones:

1. La distancia del punto al centro debe ser igual que la distancia de la imagen al centro.
2. Los tres puntos (el punto, su imagen y el centro) deben ser colineales, es decir,

pertenecer a una misma recta.
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ACTIVIDADES

1. a) En un sistema de coordenadas marca el punto O = (0, 0).
b) Determina las imagenes de los siguientes puntos respecto del centro O.
bi) A= (0, 3) by) B = (-4, 0)
c) La imagen de un punto P respecto del centro O es P’ = (3, -5). ¢Cual es P?

2. Enla figura aparece un punto P y su imagen P’ respecto de un centro O. Construye el
centro de simetria. Describe los pasos que realizaste para encontrar dicho punto.

p Descripeldn de la construceidn
. .
0.

Prie

Pl

3. a) Construye la imagen del segmento AB

respecto del centro O.
b) éQué relacién hay entre el segmento AB y

su imagen?

4. En la figura aparecen dos segmentos
paralelos, AB y CD, que miden lo mismo.
¢Existe alguna simetria central mediante la
cual uno se transforme en el otro?

En caso de ser afirmativa tu respuesta,
construye el centro de simetria e identifica
los puntos homélogos.

.
/

/D
C
A
f(w
12
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5. a) Refleja el triangulo ABC respecto del centro O.

b) Matilde corre a lo largo de los lados del
triangulo en sentido antihorario. ¢En qué
sentido corre la imagen de Matilde a lo
largo de la imagen del tridngulo?
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