Kad 3D printeri slijede matemati¢ku mastu

Koliko puta vam se dogodilo u Zivotu da vas je netko kao matematicke znalce zatraZio pomoc¢ ali ne
u vezi svojih Skolskih ili fakultetskih zadataka, nego u vezi necega Sto rabi u svakodnevnom Zivotu
ili poslu? Ako izuzmemo postotke, razlomke i koji jednostavniji racunski algoritam onda osobno
bas$ i nisam imao nekih ozbiljnijih upita. Prisje¢cam se da su me pitali kako odrediti anuitet kredita,
kut nagiba krova, srediSte kruznog luka, kako upisati elipsu zadanom pravokutniku, ... i mozZda jo$
Stogod Sto se moZe vrlo brzo odgovoriti. Jedino pitanje koje je traZilo malo sloZeniji odgovor i
pobudilo moje zanimanje primio sam jesenas putem Twittera u porukama ogranicenim na 140
znakova:

Sime, imam jedan inZinjersko matematicki
problem, moram odabrati optimalnu krivulju
jednog sustava sa zupcanicima

19 Sep 2015
Cini mi se da bi mi geogebra mogla pomoci

najbrze, ako imate vremena bacit pogled na
problem

19 Sep 2015




Dakle, imam veliki zupcanik radijusa R,
unutar njega je manji zZupcanik radijusa r

U centru manjeg zupcanika se nalazi
ucvrscena poluga duljine L. Na vrhu poluge
jetodka T

Mene zanima putanja tocke T, u ovisnosti o
R.riL. Mislim da bi geogebra mogla to
nacrtat?

Prava poslastica za GeoGebru, jer ne samo da je takvu krivulju moguce konstruirati s varijabilnim
parametrima bez jednadZbe, nego Ce biti vrlo lako eksperimentirati varirajuci ulazne parametre da
se dobije Zeljena krivulja, a da pritom udaljeni korisnik ne mora niSta instalirati na svoje racunalo
nego StoviSe zahvaljujuci servisu GeogebraTube sve to moZe i putem svog pametnog telefona. Ovaj
upit mog znanca bio je joS po neCemu poseban, nije rije¢ o samo teorijskom pitanju, nego je imao
namjeru uz pomo¢ 3D printera izraditi takav mehanizam za manju mjeSalicu kojom namjerava
mijeSati razne smjese.

Ono Sto se ovdje traZi zapravo je hipotrohoida, ravninska krivulja koju opisuje tocka T ¢vrsto
vezana s kruZnicom polumjera r, koja se kotrlja po drugoj nepokretnoj kruZnici polumjera R s njene
unutarnje strane. Grcki umv — pod, ispod i Tpoxoegdng — koji ima oblik tocka, okrugao. Tocka T
nalazi se u traZzenom slucaju izvan kotrljajuce kruZnice, a kod hiptrohoide ona moZe biti i na
kruZnici ili unutar nje, odnosno L moZe biti manje, vece ili jednako r.




Kako u GeoGebri konstruirati traZzeni mehanizam tako da simulira kotrljanje unutarnje kruZnice, a
rubna tocka fiksirane poluge 'piSe' krivulju? Da bi izbjegli opisivanje konstrukcije korak po korak
prepuStam zainteresiranom Citatelju da se osobno uvjeri kako sam program GeoGebra generira
protokol konstrukcije. Dovoljno je da pokrenete GeoGebru na svom racunalu i odeberete izbornik
Datoteka > Otvori iz GeoGebraTube, te u skocni izbornik upiSete broj postavljenog uratka na
'servis u oblaku', a taj je u ovom slucaju 1646009. Potom odaberete izbornik Pogled > Opis
konstrukcije i otvorit Ce se prozor kao na prikazanoj slici, s redosljedom konstrukcije, nazivom
objekata, ikonom koriStenog alata, definicijom, ... Posebnu paZnju obratite na klju¢ne elemente
konstrukcije, kako je definirana rotacije unutarnje kruznice s tockom A’, poloZaj njenog sredista S,
rotacija poluge L koju odreduje tocka A", ...
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S i polumjerom R
6Tocka & A [Tockanac A= (3.6 0)
L ]
7kut a q=2 o=1rad
S| Tocka &' s | \Arotirano za kut o A= (1,95, 3.03)
&"-'E'—".
8 Tocka S S+ (1-r/R)(A-5) Sl=(1.3. 2.02)

dr (-1.302 4+ (y- 2.

11|Tocka A" [ ||A' rotirano za kut (-R)/ A" =1(0.8,0
2o

12[Tocka T S +L/r(a"-5) T=(0.51, 0.29)

13 Duiina a ./. DuzZina (S, TI a=1.9

l4|Lokus p... —| [Lokus[T, o] putanja = Lokus[T, ]
N

15Tocka a™ o | |[A" zrcaljeno na 5, A" =(1.8, 3.11
'i

16 Duzina b ./. Duzina [A™, 5] b=1.2

17 Duzina e ./. Duzina [5, &) e =36

18|kruznica f @ KruZnica sa sredistem |f: x® + y2 = 18,49

Sipolumjerom R + L-r
4 <¥ |18/18| [ = [> Pokreni 25 5




Preko istog internetskog apleta moj se znanac, nakon puno isprobavanja, odlucio za jedan odredeni
omjer ulaznih parametara, polumjer velike kruZnice, polumjer manje kruznice i duljinu poluge. To i
nije bio bas lagan posao jer su ponekad vrlo male promjene prouzrokovale velike promjene u
izgledu putanje toCke T. Sami isprobajte da je moguce dobiti Citav niz specijalnih sluCajeva:

e [ = r dobije se hipocikloida

® R =2r dobije se elipsa

e R =3riL = r dobije se deltoida

e R=4rilL = rdobije se astroida

® R =4ri3R = 4rtrolist itd.

|lzazov |. — kako do jednadzbe putanje toCke T?

Smjestimo li srediSte S velike kruZnice u ishodiSte koordinatnog sustava onda promatramo poloZaj
tocke T, odnosno izraZzavamo njegove koordinate. Apscisa toCke T je zbroj duljina |SB| i |CT], a njih
mozemo kao funkciju kuta «a, kut koji zatvara srediSte S; s osi apscisa. Kako je duljina duZine |SS|
jednaka R — r onda je | SB| = (R — ) cos a. Kut f je kut zakretanja tocke T od njenog pocetnog
poloZaja na kotrljajucoj kruznici. Taj kut ovisi o omjeru polumjera kruZnice i moZemo ga izraziti

R
kao 8 = —a, iz Cega slijedi v = 180° — (90° —a — B) = "o Stoga je
r

|CT| = Lcos (R —

r
a) , odnosno apscisu tocke T moZemo izraziti ovako:

x(a) = (R —r)cosa + Lcos (R_roa)'

T

Slicno tome ordinatu tocke T izraZava jednadZba:

y(o) = (R —r)sina — Lsin (R; ra)

Ovakve jednadzbe nazivamo parametarske jednadzbe krivulje. Program GeoGebra podrZava
prihvat ovakvih jednadZbi naredbom:
Krivulja[ <izraz>, <izraz>, <varijabla>, <poCetna vrijednost>, <krajnja
vrijednost> ],
gdje je prvi izraz vrijednost apscise, drugi izraz vrijednost ordinate, varijabla u naSem slucaju kut



a, poCetna vrijednost 0 i krajnja vrijednost 2m. Kada upiSete naredbu, trebali biste dobiti graf
krivulje koji ste dobili i naredbom Lokus, odnosno one bi se trebali potpuno poklapati za bilo koji
pomak ulaznih parametara.

Izrada fizickog modela ovakvog mehanizma ponesto je drugacija od naSeg 'teorijskog' apleta.
KruZnice na sebi imaju zupcanike, a pored unutarnje kruznice s polugom izraduju se jos dvije
kruZnice simetri¢no rasporedene unutar velike kruZnice koje se uglavljuju srediSnjim pogonskim
zupCanikom. Moj je znanac uz pomo¢ 3D printera izradio mehanizam kao na lijevoj slici i ugradio
ga u mjesalicu (desna slika).

[ e a——— — — e IS & ]

|zazov Il. - zakotrljajmo kruznicu izvana

Zamislimo da se kruZnica s fiksiranim Stapom kotrlja po vanjskom rubu nepomicne kruznice, tada
bismo dobili krivulju koju nazivamo epitrohoida. Grcki em — na, nad i tpoxoegdng — koji ima oblik
tocka, okrugao.

Ako smo u GeoGebri vec¢ konstruirali hipotrohoidu sada ne bismo morali kretati ispocetka. Dapace,
od konstrukcije hipotrohoide moZemo dobiti i jednu i drugu krivulju s malom intervencijom. Ranije
smo srediSte kotrljajuce kruZnice dobili naredbom: S + (1 - r / R)(A' — S), gdje je tocka
A'bila rotacija pocetne tocke A oko srediSta S nepomicne kruZnice za kut a. Sada je u tom izrazu
potrebno samo zamijeniti znak minus u prvoj zagradi znakom plus, a to moZemo i mnoZenjem
novom varijablom koja poprima naizmjence vrijednost 11i -1.

Specijalni slucajevi epitrohoide su epicikloida za L = r i Pascalov puZzaR = r.



Na kraju ...

Sve o specijalnim ravninskim krivuljama poznato je ve¢ dugo u matematici. Ono Sto je novo jest da
sada postoje racunalni programi u kojima moZete na jednostavan geometrijski nac¢in modelirati
dobivanje krivulje kao skup tocaka ravnine koje zadovoljavaju odredeni uvjet. Izvedete li jednadZbu
takve krivulje ona se mora poklapati s geometrijski konstruiranom krivuljom ako ste radili to¢no.
Racunalo daje povratnu informaciju jesu li vasi matematicki modeli tocni! A kada je sve bilo
pouzdano to¢no na virtualnom modelu moj je znanac mogao odabrati najpovoljnije ulazne
parametre za svoju mjeSalicu koju ¢e izraditi uz pomo¢ 3D printera. Sve zajedno izuzetno zabavno.

I korisno.

Izvori:
1. https://sl.wikipedia.org/wiki/Hipotrohoida

2. http://xahlee.info/SpecialPlaneCurves dir/specialPlaneCurves.html
3. http://ggbtu.be/m1646009
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