Beispiele: Ein Kreis durch p® und ,-11; wird unter der Wurzelabbildung = <+ V/zZ zur Cassini-Lemniskate. Die
Kreise durch p, —p, z bzw. durch T‘.,-T{, z schneiden sich unter konstantem Winkel. Liegt der Mittelpunkt des Kreises
auf der y-Achse, so berlihren sich die Kreise, liegt er auf der z-Achse, so sind sie orthogonal. Liegt der Mittelpunkt
in der Mitte dazwischen, erhdlt man die Bernoulli-Lemniskate. Allgemein gilt: ist ¢ = arg(p?) = 2 - arg(p) und ist
¢ der Fasskreiswinkel des Kreises durch p? und Fl" so schneiden sich die Kreise durch p, —p bzw. xl" —-;, auf der
Cassinikurve unter dem Winkel o +1:. Die Pole der “Geraden” Ag; +pg2. ), 1 € R liegen auf der Cassini-Lemniskate
o Qgg(h, h) = 0, woraus sich das Symbol /h\ erklart.

Sonderlagen:

1. Sind g; und g> zwel hyperbollsche Kreisbiischel mit 4 verschiedenen konzyklischen Polen, bzw. ein hyperboli-
sches und ein ellj deren Pole spi ildlich auf zwei orthogonalen Kreise liegen, so erhalt
man zwei orthogonale Krelse als Berdihrort.
2. Fallen Pole zusammen, bzw. ist eines der Kreisbischel parabolisch, so zerféllt die Quartik ebenfalls in zwei
Kreise oder einen Punkt und einen Kreis.

1. Die ing fir die Formen g A g- ist schwierig: Cassiniquartik oder -Form trifft nicht

zu, weil auch bizirkulare Quartiken dazugehéren die in Kreise zerfallen .

Die Formen repra die reell-2-di alen L a des Geradenraums G.
Die Quartiken 91/}}92(11, h) = 0sind die r ische der Peripheriewinkelkreise in der
euklidischen Ebene. Flr zwei “Geraden™-Bischel in der ellipti 1, bzw. in der t ischen Ebene sind die

Orte, in denen sich die Geraden unter einem konstanten Winkel schneiden, keine Kreise, sondern eben Quartiken
des genannten Typs.

6 Lineare Vektorfelder

Wie in Abschnitt 1 erwéhnt, kdnnen in G auf einfache Weise Vektorfelder erklart werden: ist in einem euklidischen
KOS eine analytische Funktion f(>) gegeben, so wird durch > — b (2) := mb(f(:)) ein analytisches Vektorfeld
erklart, wegen h',(z)* < 0 fur alle = mit/ (=) # 0 sind die Berit en by(z) ial an die durch f
gegebene Funktion.

Zu g € G sei das lineare Vektorfeld {f € G | h*> =0, g-bh =1} erklart. Beispiel 1: Wir wahlen in einem eu-
klidischen KOS g = go. Eine analytische Funktion f(z) ist ein Integral des Vektorfeldes go - h = 1, wenn
90 - Hh(f(2)) = 1gilt, d.h. wenn f die DGL f' = f erfiillt. Zur Losung f(z) = cxp(z) gehdrt das aus den
Ursprungsgeraden und den dazu orthogonalen konzentrischen Kreise gebildete Kurvennetz. Zu dem durch w - go
erklarten linearen Vektorfeld gehdren als Lésung die durch exp(w - z) gegebenen Loxodrome.

Die Nullstellen eines quadratischen Vektorfeldes nennen wir Brennpunkte. Dies erklart sich aus der bekannten
Situation konfokaler Kegelschnitte: Die Funktionf(z) = sin(z) geniigt der DGL (f(z))* = (1 — sin(z))- (1 + sin(z)).
Die Brennpunkte sind +1 und (doppelt zahlend) oc. Bekanntlich sind die die Wil i der
Brennstrahlen! Konfokale Parabeln ergeben sich mit f(z) = z* und den Brennpunkten 0 und oc (dreifach zahlend).

Von welchem Typ sind die Integralkurven im Falle von vier verschiedenen Brennpunkten? Bei geeigneter
Normierung von ' solite es sich um geschlossene Kurven handeln: elliptische Funktionen sind doppelt peri-
odisch. Wir haben auf dem umfangreichen Feld ieller Kurven keine Kandi 1 gefunden! Ist die Lage
der Brennpunkte jedoch von dem in Abschnitt 4 beschriebenen besonderen Typ, so findet sich folgende mobius-
geometrische Verallgemeinerung der obigen Beispiele:

Wenn die absolute Invariante J = .J(e1,e2,e3, ¢4) der vier Brennpunkte reell ist, so sind bei geeigneter
Normierung der selbstadjungierten Abbildung S die Integralkurven des quadratischen Vektorfeldes
konfokale bizirkulare Quartiken.

Durch jeden von den Brennpunkten verschiedenen Punkt gehen zwei orthogonale Quartiken.

Sind die vier Brennpunkte verschieden, so erhalt man fir .7> 0 zwei e, fir J < 0 einteilige Quar-
tiken; der Sonderfall J = 0 ergibt 2-teilige und diagonal dazu (45°) einteilige Quartiken.

Der Tetraederfall J = —1 erweist sich als ein Netz von ziemlich symmetrischen einteiligen Quartiken,
die sich unter Vielfachen von & und orthogonal dazu schneiden.

Allgemein: sind in einem euklidischen KOS a und b die Pole des zu g € G gehdrenden linearen Vektorfeldes,
0 ist ein Integral vom Typ f(z) = iﬁ‘(ﬁl Die Bilder zeigen dies fiir die Pole 1. Wir erinnern daran, dass die

Integralkurven linearer Vektorfelder die Bahnkurven von Einparameteruntergruppen sind.

7 Quadratische Vektorfelder

Eine selbstadjungierte Abbildung S : G — G, fiir die demnach Sg - g = g - Sg gilt, erzeugt ein quadratisches Vek-
torfeld Sh- b = 1 in der MGbiusebene. Fir ein analytisches Integral f(z) in einem euklidischen Koordinatensystem
fahrt das mit z — hy(z) ::ﬁ;h(f(z)) auf eine elliptische DGL:

(P = (F() = e1) - (F(=) = e2) - (F(2) = es) - (F(2) = e2)

Sind die 4 Nullstellen verschieden, ist die Losung f eine elliptische Funktion. G ist komplex 3-dimensional, daher
kann man mit geeigneten Faktoren a,b € C erreichen: a - S +b-id = g; V go mit dem symmetrischen Produkt
oV ga(d.0) = 5 ((gl -g) (gz ) +(g2-8) (31 )) Die beiden Infinitesimalen besitzen dann die oben genan-
nten Nullstellen als Pole, bei geeigneter Paarbildung. Dies ist i.d.R. auf 3 Weisen moglich. Die Faktoren kénnen
so gewahlt werden, dass g; und g, Kreisbiischel sind. Fiir das Vektorfeld g, V g2(h,h) = 1 hat das die einfache
geometrische Folge: die Tangentialvektoren sind Winkelhalbierende der beiden linearen Vektorfelder g, - h = 1
und g, - b = 1, die Integralkurven durch einen Punkt p halbieren einen der beiden Winkel, die von den beiden
Bischelkreisen durch p gebildet werden.

AL

Sind die Brennpunkte konzyklisch, so besitzt das Netz der konfokalen zweiteiligen Quartiken 4 Symmetriekreise.
Zu den beiden orthogonalen Scharen von Quartiken gehort je eine Cassini-Lemniskate (hell-orange). Die Kur-
ven werden eingehiillt von doppelt-beriihrenden Kreisen, im Folgenden kurz DB-Kreise genannt. Die zwei
gen Quartiken besitzen 4 solcher Scharen von DB-Kreisen, diese sind jeweils orthogonal zu einem der Symme-
triekreise. Die Cassini-Quartiken sind mit Hilfe der Wurzelabbildung 'konstruiert’, die etwas dunklere Quartik mit

Hilfe eines Lellkrelses (blau). Auch diese Leitkrei: 1struktion ist eine mobit ische inerung

der Ki sktion mittels Lei oder Leitkreis. Splegelt man einen der Brennpunkte an den DB-

Kreisen, so liegen die Spi auf den Leitkreisen, im ili Falle gibt es also 4 Leitkreise zu einem

ausgewahiten Brennpunkt. Die Ei 1 einzelner bizi Quartiken werden im Abschnitt 9 behandelt.
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8 Bizirkulare Quartiken und quadratische Vektorfelder

Ein durch eine selbstadjungierte Abbildung S bestimmtes quadratisches Vektorfeld besitzt bei geeigneter Nor-
mierung genau dann hermitesche Wurzeln H mit #2 = S, wenn die absolute Invariante J = J(ey e2,e3,¢4) der 4
Brennpunkte reell ist. Die Integralkurven bestehen dann aus der Schar konfokaler bizirkularer Quartiken, welche
Hb-h =0, heg, h? = 0enthalt. In Gausschen Koordinaten ist eine bizirkulare Quartik von der Form:

G(2) = @1(22)? + (0w + azy) - 22 + aua® + asay + agy® + are + agy +ag = 0

mit reellen Koeffizienten. Der Raum $) der Hermiteschen Formen ist 9-dimensional.

Im reellen projektiven Modell sind diese Quartiken C;"- Kurven (Raumkurven 4. Ordnung I. Art): das sind Schnitte
der Mébiusquadrik vom Typ der Kugel mit einer 2. Quadrik. Der Zusammenhang ergibt sich wie folgt:

Ist J € & eine bez. der Mobiusform selbstadjungierte Abbildung des V; mit Spur(.J) = 0, so ist die durch
dJ(a Ab) = Ja Ab+a AJberklarte derivierte Abbildung d.J auf G eine hermitesche Abbildung. Die Derivation
dJ : &y — $ ist bijektiv. .

Das Biischel von Quadriken, die die Mbiusquadrik in derselben € schneiden, enthalt mindestens einen Kegel.
Der zur Kegelspitze gehdrende Kreis ist ein Symmetriekreis der Quartik.

Das Blschel konfokaler Quartiken eines quadratischen Vektorfeldes 143t sich, falls vorhanden, auf zwei Weisen
berechnen:

8.1 Hermitesche Wurzeln eines quadratischen Vektorfeldes mit / € R

Das charakteristische Polynom einer selbstadjungierte Abbildung S : G— G mit Spur(S) = 0 ist von der Form:

(z) = 2° + go - = — g3. Die absolute Invariante J(S) : ﬂéﬂ—; stimmt im wesentlichen mit der absoluten
Invanante der Nullstellen des quadratischen Vektorfeldes tberein: .J(ey €5, e3,e4) = J(S) — 1 und es besteht ein
enger Zusammenhang zur absoluten Invariante j elliptischer Funktionen. Die selbstadjungierten Abbildungen des
Biischels

Sy=S5 4§+ &

a2
sind “Wurzeln” von S: es gilt S7 = —ps(A) - S+ g(A) - id mit g(A) = 2A\g5 + (%—)
Besitzt das quadratische Vektorfeld einen Symmetriekreis und damit eine mit S vertauschbare Kreisspiegelung i1,
soist Hy = Sy o K = K o S\ das gesuchte Biischel von hermiteschen Wurzeln. In einem euklidischen KOS erhalt
man die Schar konfokaler bizirkularer Quartiken

{SxKb(2) - b(z) =0 | A € R}
mit den sich aus der Gleichung Sh(z) - h(z) = 0 ergebenden 4 Brennpunkten.

8.2 Konfokale bizirkulare Quartiken als Schnitt mit einer Schar von Kegeln

Ein Kegel hat mit der Mobi ik im Prinzip 4 i Tangenti 1. Projiziert man den Schnitt
auf die Polarebene des zur Kegelspitze gehdrenden Kreispunktes, so erhalt man neben dem Kreis einen 2.ten
Kegelschnitt, der mit dem Kreis 4 Tangenten hat. Die ittschar mit diesen 4

Tangenten und die dazugehdrenden Kegel erzeugen die konfokalen bizirkularen Quartiken. Die Brennpunkte smd
die Berthrpunkte der Tangenten mit der Mébiusquadrik. Fir die selbstadjungierte Abbildung S mit Spur(S) = 0 aus
8.1 erhélt man die mitden 4 1 Tangenten durch die Schar selbstadjungierter Abbildungen
Th=(S— Aid) . Die Geraden durch die Kegelspitze, welche die Mabiusquadrik schneiden, sind g = [K8, b] mit
Beriihrgeradenvektoren ), deren Beriihrpunkt nicht auf dem zu K gehérenden Kreis liegt. Die Kurven

(TA[Kb,b]) - [Kh,h] =0.A € R

sind eigentlich von 8. Ordnung, sie zerfallen jedoch in die Quartik Hxh - h = 0 aus 8.1 und den Symmetriekreis
K6-b = 0, man erhélt also im Wesentlichen dieselben Quartiken. In der Projektion auf die zu K gehdrende Ebene
handelt es sich um einen 2. Kegelschnitt neben dem Kreis K.

Die Figuren sind “konstruiert” mit den Mittel von CINDERELLA. Vorgegeben sind jeweils nur die Brennpunkte und
ein weiterer Punkt. Zugrunde liegen den Konstruktionen die folgenden Eigenschaften: Durch jeden Punkt (die
Brennpunkte ausgenommen) gehen genau 2, zueinander orthogonale Quartiken. Nach Wahl einer der
vorliegenden Symmetrieen erhalt man einen zweiten Quartikpunkt, die Winkel zwischen den Brennkreise durch
die symmetrischen Brennpunktpaare und die Quartikpunkte werden von den doppeltberiihrenden Kreisen
halbiert. Spiegelt man an einem dieser DB - Kreise einen zuvor ausgewahliten Brennpunkt, so erhalt man einen
Punkt auf dem zur Symmetrie gehorenden Leitkreis. Das zweite Brennpunktpaar liegt spiegelbildlich zum
Leitkreis und dieser liegt symmetrisch zur x-Achse, hieraus konstruiert man den Leitkreis. Riickwarts kann man
aus den Punkten des Leitkreises die einhiillenden DB - Kreise und die Quartikpunkte als “Ortskurven”
konstruieren. Leider kann Cinderella die Tangenten einer Ellipsen nicht als “Ortskurve” zeichnen.

Das letzte Bild zeigt fiir 2-teilige Quartiken die Projektion auf den Kreis /v, durch die Brennpunkte. “Geraden”
sind die zu K, senkrechten Kreise. Die Leitkreise sind blau fett eingezeichnet. Sie liegen in einem Blischel mit
den Grundpunkten F und M.

Lu.: 2-teilige Quartiken, je zwei Brennpunkte fallen in der Projektion zusammen, r.u.: konfokale Kegelschnitte in der Projektion auf die x-Achse als Kreis

9 Eigenschaften der bizirkularen Quartiken

Wir zeigen die Eigenschaften exemplarisch fir die 2 - teiligen Quartiken auf, Entsprechendes gilt fiir die tbrigen
Quartiktypen mit naheliegenden Einschrénkungen. Die 2 - teiligen besitzen 4 konzyklische Brennpunkte und 4

paarweise orthogonale iekreise. Fir jede Sy ie treten die Brennpunkte paarweise auf. In den
symmetrischen Punktepaaren der Quartik beriihrt ein DB - Kreis die Quartik. Dieser halbiert den Winkel, der von
den i durch die zt \6renden Brennpunkte gebildet wird. Die Quartik wird eingehdillt von
den 4 DB - Kreisscharen.
LA FLT
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10 6 - Ecknetze aus Kreisscharen

Drei Geradenblischel erzeugen stets ein 6- Ecknetz. Uber 6-Ecknetze aus Geraden allgemein gibt der Satz von
GRAF und SAUER Auskunft:

jede geradlinige Sechseckwabe besteht aus den Tangenten einer ebenen Kurve 3. Klasse.
So bilden die Normalen von Parabeln ein 6-Ecknetz: sie hiillen eine Neillsche Parabel ein. Auch die Tangenten
einer ganzrationalen Kurve 3. Ordnung bilden ein 6-Ecknetz.

Die Konstruktion eines 6-Ecknetz aus Parabelnormalen steht noch aus.
Die Frage nach 6-Ecknetzen aus Kreisen von BLASCHKE 1938 habe ich fiir 3 Kreisbiischel, bzw. fiir 3 lineare
Vektorfelder beantwortet. Sind die Kreise eines Netzes samtlich orthogonal zu einem festen Kreis, so liegt die Pro-
jektion eines ebenen geradiinigen Netzes auf die Mdbiusquadrik vor. Die folgenden Beispiele zeigen 6-Ecknetze,
die nicht auf diese Weise entstehen.
Zunachst drei Biischel mit nur 2 Polen insgesamt, das 1. mit Diagonalnetz:

Das Beispiel r.u. ist in dem Beispiel |.o. enthalten, wir fiihren es an mit dem Hinweis, dass man die
konzentrischen Kreise ersetzen kann durch Loxodrome eines festen Winkels.
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