1 | Spline-Interpolation

Hier beziehe ich mich auf die Lecture Notes von Ruye Wang - im Speziellen auf seine Ausfithrungen
iiber Splines in http://fourier.eng.hmc.edu/el76 /lectures/ch7/node6.html.

Dieser Abschnitt ist in weiten Teilen nur eine Ubersetzung seiner Ausfithrungen! Hinzugefiigt
von mir wurde der Tridiagonalmatrix-Algorithmus und die Implementation des kubischen
Spline-Verfahrens in Javascript fiir Geogebra!

Definition 1.1 Splinefunktion vom Grad m

Eine reelle Funktion f sei an (n + 1) Stellen bekannt: f(x;) =v;, i € {0,1,...n}
Wir bestimmen n Polynome P; vom Grad m < n, die mit f an den Stiitzstellen
iibereinstimmen und dort glatt ineinander iibergehen (Ableitungen stimmen iiberein):

Pi(z) xzo<z<x

S(z) = Pz(a:) i1 §‘x <z (1.1)

Pn(l') Tpn—1 < x < 2y

Es muss also gelten

(1) Pi(wi) = Pa(i) = f(@) =y, i€{1l,...(n-1)} (1.2)
(2) Py (.1‘0) =y A Pn(xn) = UYn
3) PP(z) =P (), ie{l,...(n=1)}, ke€{0,...kn} (1.4)

Die maximale Ubereinstimmung der Ableitungen k,, sollte dabei so grof wie
moglich sein und héngt natiirlich von m - dem Grad der Teilpolynome ab.

S heifit dann die Splinefunktion von f vom Grad m.
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1. Spline-Interpolation

1.1 Kubische Splines

Wir beschiéftigen uns hier nur mit kubischen Splines - also m = 3

Zuerst leiten wir die hier verwendete lineare Interpolationsformel zwischen 2 Punkten her:
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Abb.1 : Lineare Interpolation

Wir suchen also fiir C;(z) := P;(z) = a;x® + bjz? + ¢;z + d; die 4 Parameter a;, b;, ¢; und d;.
Die Bedingungen [T.2] bis [1.4] werden jetzt zu

Ci(xi) =i, Ci(wim1) =wi—1,  Ci(zi) = Ciyy(x)  und  Cf(x) = CF (24)

C!(z) = 6a;x + 2b; ist dann eine lineare Funktion. Die unbekannten Kriimmungen dieser
Polynome seien

Cl(wi—1) = Mj—y und Cf(x;) =: M;
Mit konnen die CJ'(z) geschrieben werden als

Ty — T r — Tij—1

Cl”(.T) = . M; 1+ TMZ hi =z, — ;1 (16)
Wir integrieren 2 mal und erhalten
)3 e 3
Ci(z) = / /cg’(@ dr ) dr= MMH + MM + ¢z + d; (1.7)
6h; 6h;
Mit Ci(zi—1) = yi—1, Ci(x;) = y; und h; := x; — x;—1 wird daraus
2 h2
Ci(wi—1) = éMi—l + cizi—1 + di = yi-1, Ci(z;) = Ele + iz +di = y; (1.8)
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Wir l6sen diese beiden Gleichungungen fiir ¢; und d; und erhalten

Yi — Yi—1 h
= Al Ty M L.
¢ hi 6( 1) ( 9)
iYi—1 — Li—1Yq h;
di TilYi—1 - Ti—1Y, ; (xiMi—l — T 7\41) (110)

Wir setzen [I.9] und [[L10] wieder in ein und fassen zusammen

x —x)® x—xiq)® i —Yi-1 i
Ci(z) = (Gh')Mil + ((jhl)MZ + <yhy1 - E(Mz - le)) T
WYi1 — Ti1Yi By
+ B h':c W E(xiMifl — @1 M;)
(z; — x)3 (x —zi-1)3 Vi1 M;_1h; yi  M;h;
SO VAR Gl Vil VR - - % _ .
6hs T "\ A ol A

also haben wir jetzt einen Ausdruck fiir die C;(x) in Abhéngigkeit von den M;:

LEZ‘—%?’ Xr — X;— ‘ i— Mi_ hi
Ci(z) = (6T)Mi—1 + (GTl)Mz + (yh - - 61 ) (zi —2)+
v M;h;
= - — — X 1.11
+H(2- B s

Um in M;, i € {1,2,...(n — 1)} zu bestimmen, verwenden wir die Bedingung, dass an
den “Schnittstellen” der C; die Ableitungen iibereinstimmen miissen - Cj(z;) = Cj, (z;).
Wir leiten [L.11] ab und erhalten

i — x)? — 1z 1)? 1 M;_1h? 1 M;h?
)=~ T =Dy B w1 <yi_1 _ u) N (yi _ >

2h; 2h; hi 6 hi 6
(1.12)
(z; — x)? (z —xi 1) Yi—Yi-1  h
=———""M,;_ M; — —(M; — M;_ 1.1
20, TS T 6 1 (1.13)
Mit der mittleren Steigung l_ﬂf von f zwischen 2 Stiitzstellen x;_1 und x;
lgf [Ti_1, 2] == % ergibt sich dann
h; i —Yi-1 |, hi h; =
Cll(x,) = ?M’ + % -+ gMi—l = €(2MZ + Mi—l) -+ kf[xi_l,a:i]
h; i —Yi-1 i h; =
C’Z{(x,-_l) = _§Mi—1 + yh¢ — EMZ = —€(2Mi_1 — Mz) + kf[x,-_l,xi] (1.14)
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Wenn wir in i um 1 erhéhen, erhalten wir C;_;(;):

hit1 hit1

() = — 3 M; — TMiJrl + k¢l@i, mig1] (1.15)
Durch Gleichsetzen mit [[.12] erhalten wir

h; 7. hi h; - h;

gMi + kf[xi—la xz] + gMi—l = — ;1 Ml‘ + kf[wi, QZ,‘_H] — T—HMFH’ -6

hz‘ Mi—l + 2(hi+1 + hz)Mz + hi+1 Mi+1 = 6(];7}0[561‘, :13i+1] - kf[xi_l, .CUZ]> (1.16)
; 1 1. 7. %f[xiyl'i-&-l] - Ef[xi, Ti—1 _

Mit  ———— (ky|@i, 1] — kplzs, wiq]) = = i—1,Ti

! Tit1 — Ti—1 ( f[x v H] f[w v 1]) hiy1 + h; Cf[x LT +1]

als mittlere Kritmmung (Mittelwert der mittleren Steigungen) von f in [x;_1, z;41] lidsst sich

schreiben

hi Mi_1 + 2(hiy1 + hi)M; 4 hipy Miy1 = 61, @ig1] (higr + ha)| = (hig1 + hi)
hi hit1 _
—M;_ 2M; + —————M; 11 =6 i1, T
hi+1—|—hi -1+ Z+hi+1+hi ol M
d;
Wir landen schlieflich bei
wiMi—q + 2M; + N\ M1 = d;, (Z =1,---,n— 1) (1.17)
h; hit1 _
_ A — — T — e =0 N
Hi hi+1 +hi’ i hi—i—l T h His i Cf[xz lax’H-l]

Wir haben also ein Gleichungssystem mit (n—1) Gleichungen und (n+1) Variable My, M, ... M,.
Wir benétigen also 2 zusétzliche Begingungen. Wir konzentrieren uns hier auf die “natiirliche
Randwertbedingung”: My =0 A M, =0

Damit wird zu folgendem tridiagonalen Gleichungssystem:

2 M O 0 0 M, dy
2 2 )\2 0 0 M2 d2
0 U3 2 )\3 0 0 . o
0 " = (1.18)
0 Mn—2 2 )\n—Z Mn—2 dn—2
0 0 0 Mn—1 2 My dnfl

Der Losung dieses Problems widmen wir ein eigenes Unterkapitel!
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1.2 Tridiagonal-Matrix Algorithmus(TDMA)

Definition 1.2 Tridiagonales Gleichungssystem

Ein Gleichungssystem heifit tridiagonal, wenn es wie folgt strukturiert ist:

bl C1 0 0 0 I d1
a9 bQ C2 0 0 T2 d2
0 as bg C3 0 0 :
0 0 = : (1.19)
0 an-1 by-1 en-1 | | 2N dy—1
0o ... 0 0 an bN N dN
bzw.
a; Ti—1 +bjx;+cixip1 =d; (1.20)

ai,bi,ci,diGR,iE{l,...n},a1:0 Nep =0

Schauen wir uns so ein Gleichungssystem ndher an. Die erste Gleichung lautet

d
bizi1+ciaeo=di=x1=Pxzo+ Q1 mltP1<=Z1>7Q1<=bl>€]R
1 1

Halten wir fest: x; hingt linear von xy ab: x1 = x1(x2)s
Die zweite Gleichung lautet

asx1 + boxo + cox3 = do = ale(x2>e +byxo+cox3 =do = x0 = :L'Q(wg)g

Der letzte Schluss folgt aus der Abgeschlossenheit der linearen Funktionen. Wir kénnen dies
auch wieder schreiben als
Ty = Prx3 + Q2

Allgemein kénnen wir formulieren

ri=FPri+0Qi & wi1=PFP v+ Qi (1.21)

Die letzte Gleichung lautet
anytN-—1+byvaeny =dy jetzt gilt aber ay_1 = zn_1(xzN)e

damit ist diese Gleichung fiir z 16sbar, mit Kenntnis von xx_1 = zy_1(zxN)¢ bekommen wir
rn_1, und so weiter bis x1. Es gilt also die P; bzw. Q); zu bestimmen - dazu setzen wir den



~
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rechten Teil von [[.21] in [[.20 ein:

a; (Po1xi +Qic1) +bixi +civip1 =di =
Ci di — a;iQi—1

—_ %1+ 1.22
bi+a; By T bt a Py (122)

r; =

Vergleichen wir mit (linker Teil) ergeben sich die Rekursionsformeln fiir P und @

¢ di — a;Qi—1
p=——"_ = il 1.23
' bi +a; Pi—1 QZ bi +ai Piq (1.23)
Jetzt liegt der TDMA (Thomas Algorithmus) vor uns
B INPUT: Felder a, b, ¢, und d
C1 dl
mp=— = —
1 b @1 b
B Berechnung der néchsten P; und @; mit
By =Qpn, da Py =0 wegen cy = 0 und eingesetzt in [1.21
B Berechnung der weiteren Losungen mit
B OutPut: Losungsvektor
function TDMA(a,b,c,d){
var P=[], Q=][], u=[], denom, n=a.length;
P[0]=0; Q[0]=0;
for (j=0;j<n; j++) {
denom = b[j]+alj]*P[j];
P[j+1]= — c[j]/denom;
Qli+1]= (d[j]-a[j]*Q[j])/denom;
u[n]=Q[n];
for (i=n—1; 1 >0; i— ) ul[i]=P[i]*u[i4+1]4Q[i];
return u
}
Anderungen im Code: a; := p;, by == 2, ¢; := N, d; := 6 Cflxi—1,Tiq1) Starten bei
n Index 0! Dadurch dekrementieren sich deren Indices in um 1 (Zeilen 9 und 10):
p=_ Ci—1 0 = di—1 — ai-1Qi—1
bi-1+ai—1 Pi—1 bi—1+ai—1 Py
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1.3 Implementierung in Geogebra (Javascript)

importPointList in Zeile 4 erstellt aus der Geogebra-Punktliste einen Javascript-Array
buildSplineSum in Zeile 10 erstellt aus den Funktionszweigen den Geogebra-Befehlsstring und

ist im Wesentlichen die Abbildung der Formeln[I.11]- anders als dort wurde die Indizierung
der C; generell (fiir Javascript typisch) bei Null begonnen (siehe Zeile 28), auch das h-Feld
wird jetzt bei Index 0 gestartet (siehe Schleife Zeile 28)!

const getX = 0, getY =1;
var px=[], p.y=[], h=[], mu=[], lambda=[], M=[], cmdStr = "f_s(x)=";
var pL=importPointList () ;

p-x=getCoord (getX ,pL); p-y=getCoord (getY ,pL);
h=getDelta( p-x);

setMuLambda (h) ;

M = TDMA(mu, lambda, getConstVec(h, p-y));
cmdStr += buildSplineSum (M, h, p-x, p-y);
gegbApplet . eval Command (cmdStr) ;

function importPointList () {
var pL = ""+ggbApplet.getValueString ("pointL") ;;
pL=pL.split ("=") [1];
pL=pL.replace(/{/g, "[");
pL=pL.replace(/}/g, "1");
pL=pL.replace (/\(/g, "[");
pL=pL.replace(/\)/g, "1");
return eval(pL);

}

function buildSplineSum (M,h,p_x,p-y){
var splineStr="If(";
var branches=[], N=[];
for (var j=0; j<M.length; j++) N[j]=M[j]/6;
for ( var k=0; k<M.length —1; k++) branches.push(""+p_x [k]+ "<=x<="+p_x[k+1]+
", "+ buildFuncTerm (N, k,h,p.x,p.y));
return splineStr+branches.join (", ")+ ")";

}

function buildFuncTerm (N,i,h,p_-x,p-y){
var a_s, b_s, c_s, d_s,f="(";
as = N[i]/h[i];

b.s = N[i+1]/h[i];
c.s = p-y [i]/h[i]=N[i]«h[i];
d.s = poy [i4+1]/h[i]=N[i+1]«h[i];
f 4= as + "*(" + px[i+l] + "-x)"3 + ("
f 4= b.s + ")*x(x-" + px[i] + ")"3 + (";
f 4= cs + ")*(" + px[i+1] + "-x) + ("
f 4= d-s + ")*(x-" + px[i] + ")";
return f;
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Hier die Funktionen fiir den eigentlichen Algorithmus um fiir My, ... My_1 zu lésen:

16| function getConstVec(hList, yList){

var m = [], k = [], n = yList.length — 1 ;

| for (j=0i j< ni j+4) m[j]=(yList[j+1]-yList[j])/hList[j];

for (j=0; j< n—1; j++) k[j]=6(m[j+1] — m[j]) /(hList [j+1] + hList[j] );
50/ return k;

}
function getCoord (xOrY,pL){
54| var val=[];
for (i=0; i<pL.length; i++) val[i]=pL[i][xOrY];
56 return val;
}
function getDelta(list){
60 var r=[];
for (i=1; i<list.length; i+4) r[i—-1]=1ist [i]—1ist [i—1];
62 return r;
}
64
function setMuLambda(list ){
66 var m=[], e=list.length —1;

for (var i=0; i < e; i++) {

6s| mul[i]=list [i]/(list [i+1]+1list [i]);
lambda[i]=1-mu[i];

70| }

72|}

mu[0]=0; lambda[e—1]=0;

76| function TDMA(a,c,d){
var P=[], Q=[], u=[], denom, n=a.length;

so|  P[0]=0; Q[0]=0;

for (j=0:j<n; j++) {

82 denom = 2+a[j]*P[j];

P[j+1]= — c[j]/denom;

84 }Q[j+1]= (djl=alj]*Q[j]) /denom;

s6|  u[n]=Q[n];
for (i=n-1; i >0; i— ) ul[i]=P[i]*u[i4+1]+Q[1i];
ss|  u[0]=0; u[n+1]=0;
return u
90 }

TDMA benétigt als Parameter keine Diagonalelemente und vor der Riickgabe wird der Lésungsvektor
um die natiirliche Lésung ergénzt.

getConstVec berechnet das 6-fache der mittleren Kriimmungen.
Der Zweck aller anderer Funktionen ist hoffentlich selbsterkldrend.



1.3 Implementierung in Geogebra (Javascript)

® [+ _u:az_
[ ] [ C
Sl-
i
S0-
S Sty SE 4 SL L S0 mh a
S80F7 = &
S
S0
o
B
L
Se0ry=¢ @
1 laquiny
{(z's) ‘(r1'e ) (g1 '6€) ‘(2 '2e) ‘(1L '2'2) (10 ‘Z0) (0 ‘0t = putod @
11
z S>X>ar: (87— or +H{x—g) 6soz9+ (sv—x) 0+ (x—g) zrsee
8r>x>6€: (6€— %) 26070 +H(x—8) G262T + (6°€ — %) 12197 + (x— 8¥) T2IT0—
6ESXx>TE: (Te—%) se1ze+ (x—62) 60vTE+ (2°€ — %) ThrT0 — (X — 6°E) T€82°0— ey
—_— - = x “— ®
3 ] e TESXx>TT: (Te—x¥) zevsT+ (x—Tg) 862270+ (TT — ¥) T8YS0 — (¥ — TE) ToTT O
ulod wouj sauljds s1eal -
Tl 4 1|dS =1ea19 TS0 (20 —%) 96500 + (x—2°7) 62220+ (20— %) T0IT0 + (X — 2°T) 2560°0—
TOSX>0: (%) gezgo+(x—z0) 0+ (x) z25570 — (x—20) 0
€ uonoun4
=[]
salyders « eIgably o
2% @ ol | & & & N,L_\\ & o
Bl Ny lelel< v 7

Jassnsbuy se uj paubis

digH MOpUIM sjoo] suondg MBIA UPT 8l



1. Spline-Interpolation

Auf der vorigen Seite sieht man die Ausgabe angewandt auf die Test-Punktliste
pointL = {(0, 0), (0.2, 0.1), (2.2, 1), (3.2, 2), (3.9, 1.5), (4.8, 1.4), (5, 2)}
Das Javascript-Programm wird dabei in Geogebra hinter der Click-Methode des Buttons

Create Splines For pointL “versteckt”.
4.5

AuBerdem wurde das Integral /fs (z)dx = 4.4085 mit Integral(f_s, 0.5, 4.5) und die

0.5
Ableitungsfunktion f!(x) mit Derivative(f_s) berechnet.

Beides wére mit der “eingebauten” Spline-Funktion nicht moglich gewesen.

1.4 Gegencheck mit wxMaxima (native invert)

Wir halten uns an [1.18] statt TDM A benutzen wir allerdings einfach die Matrixinversion!

Keine Kovertierungswarnungen und hochstens 5 Ziffern Genauigkeit ausgeben
(%i2) ratprint:false$ fpprintprec: 5$

Wir kopieren die Punktliste aus Geogebra und passen die Syntax an

(%i3) pL:[[0, 0], [0.2, 0.1], [2.2, 1], [3.2,2],[3.9,1.5], [4.8, 1.4],[5,2]]$

Liste der x- und y-Werte

(%i4) xList:makelist(first(pLli]),i,1,length(pL)); [0,0.2,2.2,3.2,3.9,4.8, 5] (xList)

(%i5) yList:makelist(second(pLli]),i,1,length(pL)); [0,0.1,1,2,1.5,1.4,2] (yList)

Start bei Index 0, sodass wir die Formeln aus dem Text verwenden kénnen - pz[0] ... ps[6]

(%i6) px|i:=xList[i+1]$ (%i7) p-yli]:=yList[i+1]$

Die Stiitzstellen - hier wéire auch die auskommentierte Version denkbar
(%i8) /*xLimits:append([-inf],makelist(xList[i],i,2,length(xList)-1),[inf])*/
xLimits:append ([first(xList)],makelist(xList[i],i,2,length(xList)-1),[last(xList)]);

0,0.2,2.2,3.2,3.9,4.8, 5] (xLimits)

Jetzt kommen die Zwischenergebnisse um den Konstantenvektor zu bestimmen

(%i19) h:makelist(xList[i+1]-xList[i],i,1,length(xList)-1); [0.2,2.0,1.0,0.7,0.9,0.2] (h)
(%i10) hy:makelist(yList[i+1]-yList[i],i,1,length(yList)-1); [0.1,0.9,1,—0.5,—0.1,0.6] (hy)
(%i11) hyOverH:makelist(hy[i] /h[i],i,1,length(h)); [0.5,0.45,1.0, —0.71429, —0.11111, 3.0] (hyOverH)

(%i12) deltaHyOverH:makelist(hyOverH[i+1] - hyOverH|i],i,1,length(hyOverH)-1);

[0.05,0.55, —1.7143,0.60317, 3.1111] (deltaHyOverH)

Der Konstantenvektor d ist jetzt bestimmt - er hat 5 Komponenten fiir M; ... M5

(%i13) dV:makelist(6*1/(h[i41]+h[i])*deltaHyOverH]i],i,1,length(deltaHyOverH));

[—0.13636, 1.1, —6.0504, 2.2619, 16.97] (dv)

Wie bendétigen ihn als Spaltenvektor

(%i14) dVec:transpose(matrix(dV))$

10
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i und A werden berechnet, von den 5 Komponenten werden jeweils 4 gebraucht

(%i15) mumakelist (h[i] /(h[i+1]+h[i]),i,1,length(h)-1); 0.090909, 0.66667, 0.58824, 0.4375,0.81818]  (mu)

(%i16) makelist(1-muli],i,1 length(pL)-2); [0.90909, 0.33333,0.41176, 0.5625,0.18182]  (%016)

Die Gleichungsmatrix wird erstellt - siche im Text
(%i17) setMatrix () :=block([dim:length(pL)-2,A],
A:diagmatrix(dim,2),
for i thru dim do
for j thru dim do block(
if i-j=1 then A[i,jl:muli],
if j-i=1 then A[i,j]l:1-muli]

) k]
A
)$
2 0.90909 0 0 0
0.66667 2 0.33333 0 0
. . 0 0.58824 2 0.41176 0 (A)
(%6118) AssetMatrix(); 0 0 0.4375 2 05625
0 0 0 0.81818 2
—0.66867
Die Losungen fiir M; ... Ms - statt TDM A verwenden wir die 1.3211
(%i19) Matrixinversion —3.2891 (M)
M:invert(A).dVec; —0.6056
8.7326

Wir ergédnzen My und Mg und nennen dieses Feld m; length(pL) =7
(%i21) m[0]:0$ m[length(pL)-1]:0$

Zugriff auf M wird kodiert (M ist eine Matrix - fiir ein Feld wird nur die erste Komponente benétigt)
(%i22) mli]:=first(M[i])$

(%i23) makelist(m]i],i,1,length(M)); [—0.66867,1.3211, —3.2891, —0.6056, 8.7326]  (%023)
Die Koeffizienten fiir die C; werden erstellt: as, bs, cs, ds

(%i24) a_s:makelist(m[i-1]/(6*h[i]),i,1,length(h));  [0.0, —0.055722,0.22018, —0.78311, —0.11215, 7.2772] (a_s)

(%i25) b_s:makelist(mli]/(6*h[i]),i,1,length(h));  [—0.55722,0.11009, —0.54818, —0.14419,1.6171,0.0]  (b_s)

(%i26) c_s:makelist(p_y[i-1]/h[i]-m[i-1]*h[i] /6,i,1,length(h)); [0, 0.2729,0.78,3.241,1.76,6.71] (c_s)

(%i27) d_s:makelist(p_y[i]/h[i]-m[i]*h[i]/6,i,1,length(h)); [0.5223,0.05964, 2.5482,2.2135,0.2457,10]  (d-s)

Der Term fiir die einzelnen C; - charfun(A) ist die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion)

re€A—1 2¢A—0

(%128) Clij(x):=( as[i]*(p-x[i}%)"3 + b.s[i]*(x-px[i-1])"3 + c_sfi* (px(i}-x)+
d_s[i]*(x-px[i-1]))*charfun(“and” (x>xLimitsi],x<=xLimits[i+1]))$

Fiir Vergleichszwecke lassen wir uns die Terme ausgeben

(%i29) showSplineBranches(last):= for i thru last do display(C[i](x))$
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(%i130) showSplineBranches(length(xList)-1)$

Ci(z) = (0.52229z — 0.55722z ) charfun (>0 and £<=0.2)

Cs(x) = (0.059644 (z — 0.2) + 0.27289 (2.2 — x) + 0.11009(x — 0.2)° — 0.055722(2.2 — x)°) charfun (0.2 and z<=2.2)
Cs(z) = (2.5482 (z — 2.2) + 0.77982 (3.2 — z) — 0.54818(x — 2.2)° + 0.22018(3.2 — z)*) charfun (z>2.2 and x<=3.2)
Ca(x) = (2.2135 (z — 3.2) + 3.2409 (3.9 — z) — 0.14419(x — 3. 2)® —0.78311(3.9 — a:)3) charfun (z>3.2 and x<=3.9)
Cs(x) = (0.24567 (x — 3.9) + 1.7575 (4.8 — z) + 1.6171(x — 3.9)° — 0.11215(4.8 — 2)°) charfun (z>3.9 and z<=4.8)
Ce(x) = (10.0 (z — 4.8) +6.7089 (5 — x) + 7.2772(5 — x) %) charfun (z>4.8 and x<=>5)

The whole Spline ist the sum of alle spline-branches

(%i31) define(S(x),sum(C[i](x),i,1,length(xList)-1))$

wrMazxzima does not know the derivative of the characteristic function, so we must tell him - we declare a
pattern match

(%132) matchdeclare ([aa, bb], numberp, xx, symbolp)$

The following pattern should be substituted by zero - no Dirac Delta-distribution is needed here
(%i133) tellsimp (’diff (charfun (xx > aa and xx <= bb), xx), 0)$

Now the derivative can be calculated without any inlm rfunc  terms in the result

(%i34) define (S_1(x), diff(S(x),x))$

(%i135) plot2d([[discrete,pL],S(x),S-1(x)],[x,first (xList),last (xList)],[y,-1.3,2.8],[style, [points,3,1,1],[lines,3,3,2],[lines,2,4,2]])$
4.5

fs(x) dx wird numerisch berechnet - zum Vergleich mit Geogebra

0.5
(%i36) quad_qag (S(x),x,0.5,4.5, 3, "epsrel=5d-8); [4.4085,1.2129107 7, 465, 0] (%036)

Stiitzpunkte
Spline
2.5 Ableitung der Splinefkt.
2
15
/ \\\
. .
Y \
\
05F
o
0.5
\
\
-1
,//"
0 1 2 3 4 5
,

ADbb.2 : Spline und seine Ableitung in wrMaxima-plot
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1.4 Gegencheck mit wxMaxima (native invert)

Hier nocheinmal die einzelnen Zweige der Spline-Funktion der beiden Programme zum Ver-
gleich “herausgeschnitten”.

( <)’
(x-3.9)%-0.11215 3]charfun (x>3.9 A\ x<=4.8)

- showSplineBranches (length(xList)-1)$
-Cl(x) [ﬂ 52229 x-8.55722 x Jcharfun(xﬂi A x<=0.2]
c,lx)= [e 059644 (x-0.2]+0.27289 (2.2-x)+0.11009 (x-0.2)"-0.055722 (2.2-x) ]charfun(xw 2 A\ x¢=2.2)
(.‘3()():[2 5482 (x-2.2)+0.77982 (3.2-x)-0.54818 (x-2.2)°+0.22018 (3.2 x)3] charfun(x>2.2 A x<=3.2)
c4(x):[2 2135 (x-3.2)+3.2409 (3.9-x)-0.14419 (x-3.2)°-0.78311 *| charfun(x>3.2 A x<=3.9)
()= :
()= ‘

Abb.3 : Spline Terme in wzMazima

File Edit View Options Tools Window Help

[R ] AL OO LN 22 )

Il
~

~ Algebra
BIEra
Function
0 (0.2—x)*—0.5572x> + 0 (0.2 — x) + 0.5223 x :0<x<02

—0.0557 (2.2 —x)* + 0.1101 (x — 0.2)* + 0.2729 (2.2 —x) + 0.0596 (x — 0.2) :0.2 <x < 2.2
0.2202 (3.2 — x)° — 0.5482 (x — 2.2)° + 0.7798 (3.2 —x) +2.5482 (x —2.2) :22<x< 3.2
—0.7831 (3.9 —x)® — 0.1442 (x — 3.2)° +3.2409 (3.9 — x) +2.2135 (x —3.2) :3.2<x<3.9
—0.1121 (4.8 —x)* + 1.6171 (x — 3.9) + 1.7575 (4.8 — x) + 0.2457 (x — 3.9) :3.9 <x < 4.8
7.2772 (5 —x)* + 0 (x — 4.8)° 1 6.7089 (5 —x) + 10 (x — 4.8) :48<x<5

e fi(x) =

Abb.4 : Spline Terme in Geogebra

Die Zweige stimmen haarscharf iiberein. Bei jedem Programm ist allerdings Handarbeit nétig:
Bei Geogebra ist es meiner Ansicht etwas mehr - man koénnte sich zwar den TDMA-Algorithmus
sparen ( Geogebra kann Matrizen invertieren), aber den gesamten Algorithmus mit bordeigenen
Mitteln nachzubilden ist doch recht miihsam - wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.
Da bietet eine ausgereifte Programmiersprache wie Javascript doch mehr Méglichkeiten. Dafiir
l&sst sich ein in Geogebra-Script implementierte Losung mit einem “Custom-Tool” verkniipfen
und damit als eigene Datei/Icon leicht benutzen.

In wzMazima konnte man noch mehr verkiirzen, indem man das Package “interpol” verwendet:

load(interpol) ;
pL:[[0, 0], [0.2, 0.1], [2.2, 1], [3.2,2],[3.9,1.5], [4.8, 1.4],[5,2]11%
define(S(x),cspline(pL));

Hier wird dann die Indikator-Funktion charfun2() verwendet (sie gibt statt Null oder Eins true
oder false zuriick), dies erlaubt numerische Integration, aber fiir das Differenzieren braucht
man ebenfalls hdndische Vereinfachung durch “pattern-matching” wie oben.
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1. Spline-Interpolation

1.5 Implementierung in Geogebra (native invert)

Weitestgehend wurde hier derselbe Weg wie bei wxMaxima beschritten - wobei das “human
interface” mithsamer ist(wie weiter oben geschildert). Der Vollstandigkeit halber sei aber auch
dieser Weg hier gezeigt - vor allem fiir den reinen Anwender bleiben ja diese Miihen unsichtbar!

1. Am Beginn steht selbstverstéindlich die Punktliste:
pointL = {(0,0),(0.2,0.1),(2.2,1),(3.2,2),(3.9,1.5),(4.8,1.4),(5,2)}

2. Die Koordinatenlisten:
xList = Sequence(x(Element(pointL, i)), i, 1, Length(pointL))
yList = Sequence(y(Element(pointL, i)), i, 1, Length(pointL))

3. Jetzt die verschiedenen Differenzenlisten:
h = Sequence(Element(xList, i+1) - Element(xList,i), i, 1, Length(xList)-1)
hy = Sequence(Element(yList, i+1) - Element(yList i), i, 1, Length(yList)-1)
hyOverH = Sequence(Element(hy, i) / Element(h, i), i, 1, Length(h))
deltaHyOverH = Sequence(Element (hyOverH,i+1)-
-Element (hyOverH,i),i,1,Length(hyOverH)-1)

4. Die Konstantenliste d wird ermittelt:
dV = Sequence(6/(Element(h, i+1) + Element(h, i))=*
*Element (deltaHyOverH, i), i, 1, Length(deltaHyOverH))

5. Aus dV wird ein Spaltenvektor erzeugt (achten Sie auf die geschwungenen Klammern!):
dVec = Sequence({Element(dV, i)}, i, 1, Length(dV))

6. Nun wird g bestimmt (A = 1 — u; wir verzichten auf griechisch):
mu = Sequence(Element(h,i)/(Element(h,i+1)+Element(h,i)),i,1,Length(h)-1)

7. Jetzt die Matrix (ein “furchtbarer” Befehl in Geogebrascript):
A = Sequence(Sequence(If(i == j, 2, i-j == 1, 1-Element(mu, j),
j-i == 1, Element(mu, j), 0), i, 1, Length(mu)), j, 1, Length(mu))
Die innere Folge steht fiir die j-te Zeile der Matrix; ¢ ist also der Spaltenindex; in der
1. Zeile (j = 1) kann es kein mu geben (j —i < 0)

8. Wir invertieren A (B = A~1):
B = Invert(A)

9. Wir berechnen den Losungs(spalten)vektor M ... Ms:
M =B * dVec

10. My = 0 und Mg = 0 wird hinzugefiigt und Spaltenvektor auf Liste m konvertiert:
m = Sequence(If(i==0 || i==Length(M)+1,0,Element(M,i,1)),i,0,Length(M)+1)

14



1.5 Implementierung in Geogebra (native invert)

11. Die Koeffizienten von[l.11 werden als Liste von Listen (Matrix) berechnet (ein Monster):
coeffs = Sequence({Element (m,i)/(6*Element(h,i)) ,Element(m,i+1)/(6*Element(h,i)),
Element (yList,i)/Element (h,i)-Element (m,i)*Element(h,i)/6,
Element (yList,i+1)/Element (h,i)-Element(m,i+1)*Element(h,i)/63},
i,1,Length(m)-1)
Man beachte das geschwungene Klammernpaar zum Erzeugen der inneren Liste(Zeile
der Matrix). Die einzelnen Zeilen werden von Sequence erzeugt.

12. Noch ein Kraftakt und wir sind fast am Ziel: wir erstellen eine Liste der Spline-Zweige:
F = Sequence(If(Element(xList,i)<x<=Element(xList,i+1),
Element (coeffs,i,1)*(Element (xList,i+1)-x)"3 +
Element (coeffs,i,2)*(x-Element (xList,i)) "3 +
Element (coeffs,i,3)*(Element (xList,i + 1)-x) +
Element (coeffs,i,4)*(x-Element (xList,1)),0),1i,1,Length(xList)-1)

Beachte das Kleinerzeichen beim [ f-Befehl - dadurch gehért die 1. Stiitzstelle nicht
zur Spline-Funktion sondern zur konstanten Nullfunktion. Fiir ein Integral oder die
Ableitungsfunktion hat dies - soweit ich weil3 - keine Auswirkungen. Kime man auf die
Idee das < durch < zu ersetzen (weil die Funktionswerte ohnehin an diesen Stellen
iibereinstimmen) passiert Folgendes:
Bei der anschlieBenden Summenbildung sind bei der zweiten, dritten bis zur letzten
“ Stiitzstelle genau 2 Zweige zustindig, sodass sich der Funktionswert an diesen Stellen
verdoppelt. Offenbar wird dies, wenn man einen Punkt auf die Spline-Funktion f,
setzt und anschl. auf eine dieser Stiitzstellen verschiebt, springt dieser auf “wundersame
Weise” auf den doppelten Funktionswert! Mdchte man die erste Stiitzstelle unbedingt
bei der Spline-Funktion dabeihaben, miisste man die 1. Stiitzstelle dazugeben:
F_1 = Append(F,If(x==Element(xList,1),Element(yList,1),0)

13. So jetzt noch die eigentliche Spline-Funktion erstellen: f_{sp} = Sum(F)
Sie verhalt sich etwas anders als die Javascript-Version, weil sie aulerhalb der Stiitzstellen
den Wert 0 hat. Sollte dass stéren, kann man noch eine Indikator-Funktion(charakteristische
Funktion) hinzufiigen:
ind_f(x) = If(Element(xList, 1) < x Element(xList, Length(xList)), 1, 0)
g(x) = If(ind_f(x) > 0, f_{sp}(x))
Fiir das “<” -Zeichen in der Indikator-Funktion siehe obige Zusatzbemerkung!

Der Vorteil dieses umsténdlichen Verfahrens gegeniiber dem mit Javascript ist der, dass es auf
eine Verénderung der Punktliste sofort wieder automatisch angewandt wird - wéhrend man
bei der Javascript-Version erneut den Button anklicken muss!

Jetzt heifit es das Benutzer-Werkzeug (Custom Tool) erstellen. Da dies aber exemplarisch fiir
die verschiedensten “Funktionen” gilt, ist dem ein eigener Abschnitt gewidmet.
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1. Spline-Interpolation

1.6 Zerlegung in L U-Matrizen

Y

~
Wir haben ein Gleichungssystem der Form Aru =L Uwu = f - wobei Ar unsere Tridiago-

nalmatrix ist. L ist eine untere und U eine obere (lower, upper) Dreiecksmatrix der folgenden
Form:

by e 1 U1 c1
as b Co O Iy 1 O V2 C2 O
_ ls 1
n-1 bn— n— . . n—
O an-1 anl Cbn 1 O O O Up—1

B Wir bestimmen die L und U durch Ausmultiplizieren und Vergleichen

by = = v =b
ag :lkvk_l = lk :ak/vk_l k?ZQ,...,TL
b =lpck—1+vp = v =0by—lgcr—1 = b — ar(cr—1/vk-1) (1.24)

B Wir bestimmen y mit Ly = f

v = fi
Yo =Jfe—liyrmr  k=2,....n (1.25)

B Wir bestimmen v mit Uu = y

_Yn
Uy = —
Un,

— CL U c

wy =LKkt Yk Sk k=(n—1),...,1 (1.26)

Uk Uk Uk

~N =~

Pk qk

Die normale Inversion einer Matrix ist von den Multiplikationen ca. O(n?), die obige
L U-Zerlegung hat ca. O(3n). Bei groBeren n wirkt sich das beachtlich aus!

Wiéhrend man in wzMaxima obige Rekursionformeln mit indizierten Funktionen direkt imple-
mentieren kann (Beachte die verschiedenen Zuweisungszeichen!)

v[1]:pb[1]$ 1[k]:= alk]/v[k-1]
ist dies in Geogebra etwas schwieriger
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1.7 Spline in Geogebra (L U-Zerlegung)

1.6.1 Rekursion in Geogebra

Eine Moglichkeit (sie geht auf eine Idee von Michel Iroir im Geogebra-Forum zuriick) benutzt
den Befehl IterationList und macht aus v einen “Punkt” (v, k) - also die z-Koordinate ist
der Wert der Folge, die y-Koordinate ist der Index. Damit l&sst sich mit
IterationlList( <Expression>, <Variables>, <Start Values>, <Count> )
fiir Gleichungen eine Liste erzeugen (beachte die “Punkteklammer” vor dem ersten El. ..
TterationList( (Element(b, y(A)+1)-Element(a, y(A)+1)*Element(c, y(A))/x(A),
y(A)+1), A, {(Element(b, 1), 1)}, Length(c)-1)

Die erste “Iteration” (sie ist ja noch keine) liefert die Initialiserungswerte als Liste
{[1],1)}

bei der ersten richtigen Iteration wird der Ausdruck ausgefiihrt und zur Liste hinzugefiigt
{(bl[2]-al2]*c[1]1/v[1],2),(b[1],1)}

die zweiten Iteration ergibt
{(®[3]-al3]*c[2]/v[2],3),(b[2]-al[2]*c[1]/v[1],2),(b[1],1)}

usw.

Wir miissen also (n — 1) Iterationen ausfithren, um (v,,n) zu erhalten, wobei n die Linge
der Listen a, b und c ist. Um die Folgenliste zu erhalten, brauchen wir von der Punktliste die
z-Koordinaten, also lautet jetzt der vollstdndige Befehl fiir [1.24]
x(IterationList( (Element(b, y(A)+1)-Element(a, y(A)+1)*Element(c, y(A))/x(4),
y(A)+1), A, {(Element(b, 1), 1)}, Length(c)-1))

Wenn es sich nicht um eine Rekursion handelt - wie z.B. bei [-Feld von [1.24] (rechts vom
Gleichheitszeichen sind ja alle Elemente bekannt), dann bietet sich der Zip-Befehl von Geogebra
an: 1=Join({{0}, Zip(a(k) / v(k - 1), k, 2...Length(a))})

Beachte, dass das Feld ¢ erst beim Index 2 beginnt, also fiigen wir vorne eine “Dummy-
Null” ein. AuBerdem erlaubt Geogebra (Desktop-Version 5.0.470) beim Zip-Befehl eine
n abgekiirzte Schreibweise fiir den Element-Befehl
a(k) statt Element(a,k)

1.7 Spline in Geogebra (L U-Zerlegung)

Um die Rechnungen etwas zu vereinfachen benutzen wir hier 2 Custom Tools:
1. Delta(<Liste>) --> {1[2]-1[1], 1[3]-1[2], ....1[n]-1[n-11}
2. SuccSum(<Liste>) --> {1[2]-1[1], 1[3]-1[2], ....1[n]l-1[n-11%}

Delta(< Liste>) bildet aus einer Liste von Zahlen eine Liste der Differenz der aufeinanderfol-
genden Zahlen.

SuccSum (< Liste> )(successor sum) bildet aus einer Liste von Zahlen eine Liste der Summe
der aufeinanderfolgenden Zahlen.
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1. Spline-Interpolation

Implementiert wurden diese beiden Benutzer-Funktionen mit folgenden Befehlen:

{1, 2, 3, 4, 5}

Zip(a(k), k, 1...(Length(a) - 1))
Zip(a(k), k, 2...Length(a))

c - b --> Delta

b + ¢ --> SuccSum

n K o o e
I

Wie das im einzelnen funktioniert wird in naher erklért.
Hier das Befehlslisting

pointL={(0,0), (0.2,0.1), (2.2,1), (3.2,2), (3.9,1.5), (4.8,1.4), (5,2)}

xList = x(pointL)
yList = y(pointL)

h = Delta(xList)

hy = Delta(yList)

SuccSumH = SuccSum (h)

mu = Zip( h(k)/SuccSumH(k), k, 1...(Length(h)-1) )

lambda = 1 — mu

hyOverH = hy/h

deltaHyOverH = Delta (hyOverH)

f = Zip(6xdeltaHyOverH (k) /SuccSumH(k), k, 1...Length(deltaHyOverH))

v = x(IterationList ((2—Element (mu, y(A) + 1)xElement(lambda, y(A))/x(A),

y(A) + 1), A, {(2, 1)}, Length(mu) — 1))
1 = Join ({{0}, Zip( mu(k)/v(k—1), k, 2...Length(mu))})

yL = x(IterationList ((Element(f, y(A) + 1) — Element(l, y(A) + 1) x(A)
y(A) + 1), A {(Element (f, 1), 1)}, Length(f) — 1
Zip( yL(k)/v(k), k, 1.,.Length( ))
Zip( lambda(k)/v(k), k, 1...Length(v))
Reverse(x(lterationList((Element( ,v(A)—1)—Element (q,y (A) —1)xx(A),
y(A)—1), A, {(Element(p, Length(p
m = Join ({{0}, M, {0}})
h6 = 6xh
hOver6 = h/6
coeffs = Zip({m(k)/h6(k), m(k+1)/h6(k), yList(k)/h(k)-m(k)+hOver6(k),
yList (k+1)/h(k)-m(k+1)*hOver6(k)}, k, 1...(Length(m)—1))

p
q
M

In Zeile 14 beginnt Implememtierung von [1.24]
In Zeile 18 beginnt Implememtierung von |1.25
In Zeile 22 beginnt Implememtierung von [1.20]

Man erkennt, dass etwas andere Befehle verwendet wurden, wie bei der vorigen Version(native

invert) . Es fithren eben viele Wege nach Rom!

Es bleibt nach dem Erstellen der Splinefunktion wieder ein Benutzerwerkzeug zu bauen:

csplineLU
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1.8 Erstellen eines Custom Tool in Geogebra

1.8 Erstellen eines Custom Tool in Geogebra

Ein Custom Tool(Benutzerwerkzeug) ist eine Funktion, deren Argumente(Parameter) Geogebra-
Objekte sind und als Output 1 Geogebra-Objekt liefert.

ct(Obj1, Obj2,... Objn) — Objiarget
Der Name des Tools (= Funktion)(hier c¢t) kann wihrend des Erstellungsprozesses frei gewéhlt

werden. Auflerdem ist es hilfreich (aber nicht notwendig) ein eigenes 32x32 Icon zur Verfiigung
zu haben. Fiir das Spline-Tool hab ich mir schnell eines mit Gimp erstellt:

r Output Objects Input Objects Name & lcon

Select objects in construction or choose from list

‘ -

Function f
sp

Abb.5 : Spline Icon fiir Geogebra-Menii Abb.6 : Output des Custom Tool wird festgelegt

Damit Geogebra ein Custom Tool erzeugen kann, miissen alle Objekte (Parameter und Output)
bereits existieren. Es wird als der Weg von den Parametern zum Output abgebildet!
Im Tools-Menii von Geogebra wird Create New Tool aufgerufen:

B Zuerst wird das Ergebnis(Output)-Objekt festgelegt (siehe Abb. [6]) — fsp
B Klicken von Next zeigt, dass pointL als Parameter (Input) bendtigt wird
B Wieder klicken von Nezt bringt uns in den Reiter name & icon:

Wir wihlen den Namen des Werkzeugs und Befehl: cspline  (fiir cubic spline) und
wiahlen unser vorhin konstruiertes Icon aus!
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1. Spline-Interpolation

Wenn die Auswahlbox Show in Toolbar angeklickt ist, sollte das Werkzeug mit unserem
Icon im Werkzeugkasten zur Verfiigung stehen - sollte man dies vergessen haben, kann
man im Tool-Menii — Customize Toolbar das Icon in einer Ansicht(hier General) an
einer bestimmten Stelle einfiigen!

General -

Toolbar Tools

I 4 e [TUmm =] —— Separator
kRS
% - 5 o Line \ cspline
| Output Objects | Input Objects MName & lcon / oy &P
o ,./ Perpendicular Line —
Tool name |csp|ine | o~ ::x Palygon
- - (oY Circle with Center through Point
Command name |—:spllne | < Insert
o @ Ellipse i
= | Remove > ‘
Tool help |In|Jut: ordered List of Points | o 2, Angle S—
- X Reflect about Line
.5 :
s [¥] Show in Toolbar o 2=2| gliger
1 - Move Graphics View —
lcon ... | ‘%. x
| . Up ‘ v Down ‘
e T | 4 O

- Back || Finish | ‘ Gancel | Restore Default Toolbar Apply Close
Abb.7 : Name,Befehl Icon und Eingabetipp Abb.8 : Einfiigen des Icons ins Menii

Nach dem Klicken von Finish kommt hoffentlich eine Erfolgsmeldung.

B Als néchstes sollte man das Werkzeug als eigenen File (*.ggt, geogebra tool) speichern.
Dies wird im Tool-Meniit — Manage Tools mit Save as erledigt (ein aussagekriftiger
Dateiname wére nicht schlecht).

B Will man das Werkzeug verwenden, 1lddt man es wie mit dem Datei-Menii von Geogebra.
Fiir das verwenden eines Werkzeugs nicht(!) Manage Tools— Open benutzen. Dies

benutzt man, um den “Quellcode” (das Zustandekommen) eines Benutzerwerkzeugs
nachzuvollziehen!

B Will man dieses Werkzeug in Zukunft beim Offnen von Geogebra bereits zur Verfiigung
haben, gehen wir auf
Options— Save Settings.

1.8.1 2 Verwendungsmoglichkeiten

1. Man klickt das Icon und anschlielend die Punktliste

2. Man gibt in die Kommandozeile: <FuncName> =cspline(<List of Points>)
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1.9 Theoretische Uberlegungen

1.9 Theoretische Uberlegungen

1.9.1 Thomas Algorithmus (TDMA)

Der TDMA kann nur scheitern, wenn der Nenner b; + a; F;_1 verschwindet.
Wenn wir uns die Matrix in [1.18 anschauen stellen wir fest:

1. Die Hauptdiagonale besteht aus der Zahl 2 (b;)
2. Die Nebendiagonalen sind positiv und kleiner 1: 0 < a; <1 A 0<¢; <1

3. Damit kénnen wir eine vollstdndige Induktion starten:

WP = % <1
B Falls |[P,_;| <1 = |P;)| <1, weil der Nenner in ist dann grofler 1, bei einem
Zahler der kleiner 1 ist.

Es gilt also
Vi € {1,...n} : ’Pz’ <l=b+a;P_1>0
1.9.2 LU-Faktorisierung
Der Algorithmus von scheitert wenn vy, verschwindet.

Huv=2>1

B Wir zeigen auch hier: Wenn v;_1 > 1 ist, dann ist es auch vy

V=2 — ag k-1 >1#0
~~~ V-1
<1

Auch hier zeigt sich, dass bei unser Ausgangsmatrix der Algorithmus immer zum Erfolg fiihrt!
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