Solugcdo extraida da dissertacdo de mestrado “Desigualdade das Médias e a
resolucdo de problemas geométricos”, autor Mauro Rigodanzo, disponivel em
http.//www.profmat-sbm.orq.br.

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo e [ a medida do lado do
guadrado, conforme Figura 1.

Figura 1 — Poligonos de areas iguais.

Fonte: o autor.

Seja p o semiperimetro do triangulo. Assim, o perimetro do triangulo € a+ b + ¢ =
2p. A &rea do triangulo pode ser determinada pela férmula de Heréo
NICEICRIDI R}
O perimetro e a area do quadrado sao, respectivamente,
I+1+1+1=41

L.l=12,
Como as areas sao iguais, tem-se que:

Jr@ =)@ -b)p—c) =12,

ou seja,
p(@—a)(p—b)(p—c)=1"
Aplicando, em p, (p —a), (p —b) e (p—c), a desigualdade entre as médias
geomeétrica e aritmética, tem-se:

Vpl —a)(p - b)(p — o) < R0 I (Ento),

Como a + b + ¢ = 2p, entao:
4p-2 2
Veo—a)(p-b)p—c) < F =]
Substituindo p(p — a)(p — b)(p — ¢) = I*, obtém-se:
Ve
<

ou seja,
41 < 2p.
Para a possibilidade de igualdade dos perimetros 41 = 2p, encontrar-se-ia:
4l=p+@-a)+(@-b)+{@-o).
A qual seria possivel se, e somente se:
p=@-a)=@-b)=@@-o0),
0 que acarretaria em
a=b=c=0.
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O que é um absurdo, pois a, b e ¢ sdo as medidas dos lados do triangulo.
Portanto, tem-se que:
4l < 2p,
ou seja, 0 perimetro do tridngulo € maior que o perimetro do quadrado.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construgao).
Seleciona-se a ferramenta poligono e constréi-se o triangulo ABC de lados a, b e c,

conforme Figura 2.

Figura 2 — Triangulo de lados a, b e c.

B e o]

Fonte: o autor.

Em seguida, no campo de Entrada, digita-se %b”, seguido de um Enter, definindo-

se, assim, na Janela de Algebra, o nimero d que representa o semiperimetro do

triangulo, ou seja,
a+b+c

d=
2
Logo apéds, no Campo de Entrada, digita-se:
sqrt(d(d — a)(d — b)(d — c)),
seguido de um Enter, definindo-se, assim, na Janela de Algebra, o nimero e, que
representa a area do triangulo, ou seja,
e=+/d(d—a)(d—b)(d - c).
Agora, deseja-se construir um quadrado com a mesma area e do triangulo. Como
a area do quadrado é 2, tem-se que I2 = e, ou seja, [ =+/e. Assim, a medida do lado do
quadrado deve ser ve. Entdo, no campo de Entrada, digita-se sqrt(e), seguido de um
Enter, definindo-se assim, na Janela de Algebra, o nimero f, que representa a medida do
lado do quadrado que se deseja construir, ou seja,
f=ve
Logo apos, seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, clica-se
na Janela de Visualizacdo e no campo Comprimento digita-se f, definindo-se assim o
segmento DE = g, com a mesma medida do nimero f. Seleciona-se, agora, a ferramenta
Poligono Regular, clica-se sobre os pontos D e E e no campo Vértices, digita-se 4,
definindo-se, assim, o quadrado DEFG, conforme Figura 3.




Figura 3 — Quadrado de mesma area.

pol2

Fonte: o autor.

Agora, seleciona-se a ferramenta Area, clica-se sobre o Tridngulo e sobre o
Quadrado, definindo-se, assim, os Textos com as medidas das Areas de cada Poligono.
Percebe-se que as areas sdo iguais e, ainda, arrastando-se qualquer um dos vértices do
triangulo, observa-se que as areas sempre serdo iguais, ou seja, 0s poligonos sdo
equivalentes. Falta explorar os perimetros. Entdo, seleciona-se a ferramenta Distancia,
Comprimento ou Perimetro, clica-se sobre o Triangulo e sobre o Quadrado, definindo-se,
assim, os Textos com as medidas dos Perimetros de cada Poligono. Percebe-se que o
perimetro do triangulo é maior que o perimetro do quadrado. Modifica-se a aparéncia dos
Textos, conforme Figura 4.

Figura 4 — Areas e perimetros dos poligonos.
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Fonte: o autor.

Pode-se arrastar novamente qualquer um dos vértices do triangulo e observar a
desigualdade entre os perimetros. Conclui-se que, para quaisquer valores de a, b € c,
tem-se 4l < 2p.

Portanto, entre um quadrado e um triangulo de areas iguais, o triangulo tem maior
perimetro.

A escolha dos procedimentos apresentados nesta construgcéo teve como objetivo
apresentar uma funcionalidade diferente, que o aplicativo oferece. Porém, a construcao
também pode ser explorada utilizando a régua e compasso eletrénicos, em substituicdo
aos convencionais, conforme os procedimentos descritos na sequéncia.



Sejam b e h, respectivamente, as medidas da base e da altura do triangulo ABC e

seja [ a medida do lado do quadrado. Como as &reas sao iguais, tem-se que:
bh _ 2
2 - 1

[ = /b.ﬁ.
2

z JORT o . h
Observa-se que [ é a média geométrica entre as medidas b e >

ou seja,

Das relacbes métricas no triangulo retadngulo, tem-se que a altura relativa a
hipotenusa é a média geométrica das projecbes dos catetos sobre a hipotenusa.

. h . ~ cn A~
Considerando b e > as projegoes dos catetos de um triangulo retangulo sobre a

[ = /b.ﬁ
2

€ a altura relativa a hipotenusa de medida b + %

hipotenusa, tem-se que:

No aplicativo, seleciona-se a ferramenta Poligono e constréi-se um triangulo
qgualquer ABC, denominando a base de b. Para a construcéo da altura h, relativa ao lado
b, seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o vértice B e sobre o lado
AB, definindo-se, assim, a reta f. Seleciona-se a ferramenta Intersecao de Dois Objetos,

clica-se sobre f e sobre o lado AB, definindo-se assim o ponto D. Para definir a medida %
seleciona-se a ferramenta Ponto Médio e constrdi-se o ponto E, médio do segmento BD,
definindo-se assim, DE = BE = g conforme Figura 5.

Figura 5 — Tridngulo de base b.

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo e
constroem-se 0s segmentos FH de comprimento AC=b e FG de comprimento

AC+DE =b + % Seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Raio e constroi-se a

circunferéncia d, de centro F e raio AC = b. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de dois



Objetos e constroi-se 0 ponto H, intersecdo de d com FG. Seleciona-se, ainda, a
ferramenta Semicirculo Definido por Dois Pontos, clica-se sobre os pontos F e G,
definindo-se assim a semicircunferéncia e, conforme Figura 6.

Figura 6 — Construcéo da semicircunferéncia.

Fonte: o autor.

Agora, para determinar a altura do triangulo inscrito na semicircunferéncia e que
um dos lados é o didametro, seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular e constroi-se,
passando por H, a reta h, perpendicular a FG. Seleciona-se a ferramenta Intersecéo de
Dois Objetos e constréi-se o ponto I, interse¢cdo do arco e com a perpendicular h,
conforme Figura 7.

Figura 7 — Construcdo do triangulo tangente ao semicirculo.

Fonte: o autor.

Observa-se que o segmento HI é a altura do triangulo FGI, retangulo em I.
Observa-se, ainda, que os segmentos FH = AC =b e HG =% sdo as projecbes dos

catetos FI e GI, respectivamente, sobre a hipotenusa FG = b+§. Assim, tem-se que

[l = HI € a medida do lado do quadrado de mesma area do triangulo ABC. Falta construir



tal quadrado. Para isso, seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Raio e
constroi-se a circunferéncia k, de centro H e raio HI = [. Seleciona-se a ferramenta
Intersecdo de dois Objetos e constréi-se 0 ponto /, intersecdo de k com FG. Seleciona-se
a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o ponto I e sobre a reta h, definindo-se,
assim, a perpendicular [; clica-se, ainda, sobre o ponto /] e sobre o segmento FG,
definindo-se, assim, a perpendicular m. Seleciona-se a ferramenta Interse¢do de Dois
Objetos e constroi-se o ponto K, intersecdo das perpendiculares [ e m. Seleciona-se a
ferramenta Poligono e constréi-se o quadrado HIK], conforme Figura 8.

Figura 8 — Construcéo do quadrado de lado 1.

Fonte: o autor.

Como sugerido na primeira proposta de construcao deste problema, definem-se os
Textos com as medidas das Areas e dos Perimetros de cada Poligono, observando-se
gue as areas sao iguais. Arrastando-se qualquer um dos vértices do triangulo, observa-se
gue os poligonos sempre sao equivalentes e que o perimetro do triangulo sempre é maior
gue o perimetro do quadrado. Pode-se ainda modificar a aparéncia da construcao,
gerando a imagem, conforme Figura 9.

Figura 9 — Desigualdade entre os perimetros.

Areade ABG = 1147 | Areade HIKJ=1147

Perimetro de ABC =16.29

'\ Perimetro de HIKJ = 13.55

Fonte: o autor.

Conclui-se que, para quaisquer valores de a, b e c, tem-se:



4l<a+b+c,
ou seja, entre um quadrado e um triangulo de areas iguais, o triangulo tem maior
perimetro.



