Matrizenrechnung 1 Stochastische Matrizen

Ergénzende Aufgaben zur Planarbeit
Ergédnzende Aufgaben zur Planarbeit Stochastische Matrizen

Aufgabe 1
Das Kaufverhalten bei den Lesern der drei marktbeherrschenden Illustrierten sei durch die folgende
Tabelle gegeben.

Il |2 |3
08 | 02 [ 02
0l | 07 [ 02
0ol | 01 [ 06

Die momentanen Marktanteile der Hlustrierten 1,, I, und I, sind 40%, 20% und 40%.

(a) Berechnen Sie den jeweiligen Marktanteil der Illustrierten 1., I, und I, nach einem und

nach zwei Jahren.
(b) Bestimmen Sie den Stabilitatsvektor.

Aufgabe 2
Gegeben sei die Ubergangsmatrix

0,7 04
T= ,
(0,3 o,aj

die das Ubergangsverhalten von Kaufern zweier Marken beschreibt. Der jeweilige Marktanteil der
zwei beteiligten Firmen sei gegeben durch den Verteilungsvektor X, .

(a) Berechnen Sie die Verteilungsvektoren X, X,, X;,.X, und X, in den drei folgenden Féllen:

01 0,75 05
Fall 1: X, = (0 9} Fall 2: X, = (0 35J Fall 3: X, = (O 5}.

Interpretieren Sie die Ergebnisse.

(b) Berechnen Sie den Stabilitatsvektor X.

Aufgabe 3

Zwei Firmen A und B teilen sich den Markt eines Produktes auf. Der Marktanteil von A ist 10%, der
Marktanteil von B ist 90%. Fir das Wechselverhalten der Kaufer des Produktes gelte die folgende
Ubergangsmatrix (nicht reguldre stochastische Matrix).

1 01
T= :
0 09
(a) Stellen Sie das Wechselverhalten der Kéufer des Produktes in einem Diagramm dar und
interpretieren Sie. Beantworten Sie die folgende Frage ohne Rechnung: Wie wird sich die

Marktverteilung langfristig entwickeln?
(b) Berechnen Sie den Stabilitatsvektor.
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Matrizenrechnung 2 1 BKFH
Ergénzende Aufgaben zur Planarbeit Stochastische Matrizen - Losungen

Losungen zu den Aufgaben

Losung zu Aufgabe 1
(a) Wir berechnen X, =T-X, und X, =T-X;:

08 0,2 0,2 08 02 02) (04 32+4+8 0,44
X, =101 07 02|-X=|01 07 0,2/-{0,2 =% 4+14+8 |=|0,26
01 01 0,6 01 01 06) \0,4 4+2+24 0,3
08 02 0,2 8 2 2 44 352 +52 + 60 0,464
X,=101 0,7 02 ~)*(l:i 17 2 L 26 b 44 +182 +60 |=| 0,286
10 100 1000
01 01 0,6 1 16 30 44 + 26 +180 0,25

Die Marktanteile sind ...

Marktanteile I, l, I,

nach 1 Jahr 44% 26% 30%

nach 2 Jahren 46,4% 28,6% 25%

(b) Wir berechnen den Stabilitatsvektor X gemal der Gleichung X =T - X. Fir die Komponenten x,,
X, ,und x; von X gilt x; +X, +x; =1.

X=T-X<X-T-X=0=(E-T)-Xx=0

Losung des homogenen LGS (E—T)-%=0

02 -02 -02)(x 0 0,2x, —-02x, -02x, = 0
-01 03 -02|/x%,|=|0|<-01x, +03x, -02x, = 0
-01 -01 04 X3 0 —-0,1x, 01x, +04x, = 0

nach dem GauBschen Algorithmus (beachte: Die Spaltensummen sind jeweils null, d.h. es wird eine
Nullzeile erzeugt).

02 -02 -02/0)|5 1 -1 -10 1 -1 -1/0
-01 03 -0,2/0(-10 -1 3 -2/0 T 0 2 =30
-01 -01 0,4 /0)-10 -1 -1 4|0) «— 0 -2 310 j

1 -1 -10

0 2 =30

0 0 010

Wir ersetzen die Nullzeile mit der Bedingung x, + X, + X, =1
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Ergénzende Aufgaben zur Planarbeit Stochastische Matrizen - Losungen

1 -1 -1/0)|(-D 1 -1 -1/ 1 -1 -1/0
0 2 -3 J 0 2 =30 0 2 -30| 4 '

11 1] 0 2 201)« 0 0 5[1)]06 |02 |02
1 -1 0o2)4 1 0 0[05

2 0[0,6]]-05 05 0 1 003
0 0 102 0 0 10,2

Wir lesen ab: x, =0,5, x, =0,3 ,und x; =0,2.

Probe:
08 0,2 0,2\ (0,5 8 2 2 5 40+6+4 50 0,5
01 0,7 0,2/10,3 =i 1 7 2 -i 3 =i 5+21+4 =i 30|=(0,3
10 10 100 100
01 01 06) 10,2 1 16 2 5+3+12 20 0,2

Langfristig wird die Illustrierte 1, 50% der Marktanteile besitzen, die lllustrierte 1, 30% und die
Ilustrierte 1, 20%.

Losung zu Aufgabe 2

Falll
. 07 04)(01) (043 - 07 04)(043) (0529,
103 06)109) l057) 2103 06)\057) 0471
. _ 0,7 04) (0529 (05587 - 0,7 04) (05587 (05676
* 103 06)10471) (04413 ) “7103 06) 104413/ 10,4297 )’
. 0,7 04) (05676 (05703
7103 06) 104297 ) 04297 "

Fall 2

. 0,7 04)(0,75) (0625), . 0,7 04)(0625) (05875
' 103 06)1025) (0375 2103 06)10375) (04125)

g = 0,7 0,4j (0,5875j 0,57625}_ % 0,7 O,4j (0,57625j (O,S?ZQJ_
3 = . = X 4= . ~ y

0,3 0,6) 10,4125 0,42375 0,3 0,6) \0,42375 0,4271

. 0,7 04) (05729 (05719
7103 06)04271) 04281 )"
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Ergénzende Aufgaben zur Planarbeit Stochastische Matrizen - Losungen

Fall 3
. 07 04)(05) (055 . 07 04) (055) (0565
' 103 06)l05) |045) 2103 06)1045) (0435
. 0,7 04) (0565) (05695 - 0,7 04) (05695 (057085
* 103 06)10435) (04305 * 103 06) 104305, (042915 )
. 0,7 04) (057085 (05713
7103 06) 042015 ) (04287 )"

Interpretation
Unabhéngig von der Anfangsverteilung haben die Komponenten von X, in allen drei Fallen etwa

dieselben Werte. Es ist zu vermuten, dass der Stabilitatsvektor nicht von der Anfangsverteilung
abhdangt, sondern nur von der Ubergangsmatrix T .

(b) Berechnung des Stabilitatsvektors
1. Maglichkeit

Es werden weitere Verteilungsvektoren X, X,, Xg,... berechnet, bis sich die Komponenten nicht mehr
andern. Hierzu wird die Matrix T und der Verteilungsvektor X, in die Matrixvariablen [A] und [B]
eingegeben. Die Folge von Verteilungsvektoren X, X,, X,,... kann besonders schnell berechnet
werden, wenn das Ergebnis der Multiplikation [A]*[B] wieder in [B] gespeichert wird.

Tastenfolge: [A]*[B] STO [B], ENTER, ENTER, ...
Gleichgultig mit welchem der vorgegebenen Verteilungsvektor begonnen wird liefert der GTR

[[0.5714285714][0.4285714286]] und MATH/FRAC ergibt [[4/7][3/7]].

Fihrt man bei der Rekursionsformel X, =T-X , den Grenzilbergang fir n — oo durch, dann folgt
die Gleichung X =T -X und fur die Komponenten x, und x, von X gilt x, +x, =1.X=T-X wird
zum homogenen LGS (E—T)-X =0 umgeformt. Es ist

e-maesel(s 5 S0 20

E-T E-T

Der Stabilitatsvektor ist X = (

~w N

2. Mdoglichkeit

Addiert man die beiden Zeilen der Matrix E—T , dann ergibt sich
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Matrizenrechnung 5 1 BKFH

Ergénzende Aufgaben zur Planarbeit Stochastische Matrizen - Losungen
03 -04
E-T=
0 0

D.h. es gilt 3x, =4x, oder x, =2x,; auBerdem gilt x, + X, =1 und damit
3 7 4
X, +ZX1 =1= le =1=x; :7:> X, ==

Die Uberlegungen in der Maglichkeit 2 bestatigen die Vermutung, denn die durch den Vektor X,
vorgegebene Anfangsverteilung geht an keiner Stelle in die Uberlegung ein.

~w s

Der Stabilitatsvektor ist X = (

Fir regulére stochastische Matrizen T gilt allgemein: Der Stabilitdtsvektor X hangt nur von der
Ubergangsmatrix T und nicht von de Anfangsverteilung X, ab™.

Losung zu Aufgabe 3

(a) Diagramm zum Wechselverhalten der Kéaufer

0
—’ 4—
Firma A > Firma B
1 | 9 2
aO = — bO = — 10
10 p 10
1
10

Interpretation

Die Kéufer von Firma A bleiben 100 %ig bei Firma A. D.h. hat ein Kunde das Produkt von Firma A
gekauft, dann kauft er es immer. Firma kann 90% ihrer Kéaufer (iberzeugen, wieder ihr Produkt zu
kaufen. Aber 10% der B-Kdaufer wandern zur Firma A ab.

Wie wird sich die Marktverteilung langfristig entwickeln?

Es ist zu vermuten, dass friiher oder spater die Firma A 100 % der Marktanteile gewinnt.

(b) Berechnung des Stabilitatsvektors

1. Mdglichkeit

! Siehe z.B..G. Kemeny, Mathematik fiir die Wirtschaftspraxis, De Gruyter, 1966, S. 281
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Ergénzende Aufgaben zur Planarbeit Stochastische Matrizen - Losungen

Matrix T und Verteilungsvektor X, =( J in die Matrixvariablen [A] und [B] eingegeben. Die

Folge von Verteilungsvektoren X, X,, X,,... kann besonders schnell berechnet werden, wenn das
Ergebnis der Multiplikation [A]*[B] wieder in [B] gespeichert wird.

Tastenfolge: [A]*[B] STO [B], ENTER, ENTER, ...
Der GTR liefert nach hinreichend langem Druicken der ENTER-Taste:

[[1][sehr kleine positive Zahl]] = [[1][0]].

1
Der Stabilitatsvektor ist X = (Oj

2. Moglichkeit

Flhrt man bei der Rekursionsformel X, =T-X , den Grenziibergang fir n — oo durch, dann folgt
die Gleichung X =T -x und fur die Komponenten x, und x, von X gilt x, +x, =1.X=T-X wird
zum homogenen LGS (E—T)-X =0 umgeformt. Es ist

(E—T)-¥=5©[(cl) SH; SQDCHQ‘@w[U:@

E-T E-T

Addiert man zur ersten Zeile der Matrix E—T das 9-fache der zweiten Zeile, dann ergibt sich

0 0
E-T-=
(o o,1j

D.h. es gilt x, =0; auBerdem gilt x, + x, =1 und damit x, +0=1=x, =1
—_ (1
Der Stabilitatsvektor ist X = (Oj

Die Vermutung ist bestéatigt. Firma A gewinnt alle Kéufer, Firma B geht Pleite!
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