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1. Introducciéon

De entre los muchos conceptos que se explican en los primeros afios del itinerario académi-
co de un estudiante de matematicas, la relacion entre la longitud de la circunferencia y el
radio ocupa un lugar primordial. Esta relacién no es trivial y durante siglos ha fascinado
y capturado la imaginacién de matematicos y cientificos, desde el antiguo Egipto hasta los
modernos super ordenadores que miden su potencia de calculo obteniendo decimales de 7.
Aunque Arquimedes ya aproximé el ntimero 7 en su obra Medicién del circulo (con otra
notacion distinta) fue Leonhard Euler el que en 1737 lo convirti6 en la notacién habitual que
se usa hasta nuestros dias. !. La realidad a la que se enfrentan diariamente los profesores de
primaria y secundaria que se aventuran a acompafiar a los estudiantes de matemaéticas en
su comprension de esta relacion es més bien compleja. No en vano, la comprension de los
misterios del nimero 7 ha llevado al ser humano miles de afios y ahora las programaciones
didécticas los relegan a cortos periodos de explicacién en el aula.

En el proceso de comprension de esta relacion las herramientas digitales pueden ser un eficaz
aliado. Entre las propuestas de software libre para la ensefianza de las matematicas destaca
la de Geogebra. La construccién de la animacién que expone este articulo es un recurso de
valor didactico para facilitar la comprension por parte de los alumnos de la relacién entre la
longitud de la circunferencia y su radio.

En 1882, el matemdtico aleman Ferdinand Lindemann prob6 que 7 es un ntimero trascen-
dente. Esto significa que no es posible construir una ecuacién polinémica con coeficientes
racionales cuya solucion sea el niimero n. La consecuencia mds importante de esta imposi-
bilidad es que uno de los tres problemas clasicos de la matemaética griega, la cuadratura del
circulo, es imposible. Es decir, no es posible, mediante regla y compaés, construir un cuadra-
do de superficie equivalente a una circunferencia. Se puede cuadrar un circulo, pero no se
puede cuadrar recurriendo al uso exclusivo de la regla y el compés.? De la imposibilidad
de la cuadratura del circulo, se deduce la imposibilidad de rectificar la circunferencia, como
vamos a ver a continuacién: es decir, mediante regla y compds no se puede construir un
segmento de longitud equivalente a la longitud de una circunferencia. La imposibilidad de
resolver los otros dos problemas cldsicos de la Matemadtica griega, la trisecciéon del angulo, y
la duplicacién del cubo, se deducen de otros procedimientos.

Thttps://en.wikipedia. org/wiki/Pi
’https://es.wikipedia.org/wiki/Cuadratura_del_circulo



1.1. La cuadratura del circulo y la rectificacién de la circunferencia

De la imposibilidad de la cuadratura del circulo se deduce la imposibilidad del rectificado de la
circunferencia

Consideremos el siguiente proceso geométrico:

1. Construimos un segmento de longitud 7 - R + R, y haciendo centro en su punto medio
trazamos una semicircunferencia (se supone R > 0)

R R

2. En el punto de unién de ambos segmentos levantamos una perpendicular, hasta que
corte a la circunferencia

3. Formamos de esta forma un tridngulo, que serd rectdingulo en A

A

B & ®C
R R

Como el segmento h, altura del tridngulo, es media proporcional entre los segmentos
que son proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa (teorema de la altura), tendre-
mos:

W=n-R-R=n-R>=h=+n-R

4. Si ahora construimos un cuadrado de lado I = v/x - R tendremos
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= vi-R

5. La superficie de este cuadrado serd S = (\/r- R)? = 7t - R?. Es decir hemos construido
un cuadrado de superficie equivalente a un circulo de radio R.

Da laimpresién de que hemos conseguido la cuadratura del circulo. ;Dénde esté el problema?
¢(Hemos usado tinicamente la regla y compds en la construccién anterior? Lindemann no
demostré que no fuera posible la cuadratura del circulo, sino que no es posible la cuadratura
del circulo s6lo con regla y compds. Si en la construccion anterior la obtencién de un segmento
de longitud 7 - R con regla y compas, fuera posible, entonces la cuadratura del circulo seria
posible. Como sabemos que la cuadratura del circulo no es posible hemos de deducir que el
rectificado de la circunferencia no es posible.

1.2. Rectificando la circunferencia mediante Geogebra

Geogebra se basa en la regla y el compds. Por tanto no es posible, mediante este programa
resolver el problema de rectificar una circunferencia. Pero como vamos a ver, si es posible
obtener mediante Geogebra una aproximacién suficientemente buena al rectificado de la
circunferencia.

2. Explicacion del problema y de sus elementos.

2.1. La animacidn final

El objetivo de este documento es la explicaciéon del proceso de despliegue de una circunfe-
rencia hasta convertirse en un segmento situado en eje OX utilizando el software Geogebra.
La animacioén final se puede encontrar en https://www.geogebra.org/m/YZ5wBUDD y esta
inspirada y toma la idea de una animacién del instituto de Geogebra de HonkKong de
Anthony C.M. OR que se puede encontrar aqui: https://www.geogebra.org/m/fyqAUV22.

Figura 1: Animacién
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Para comprender la animacién puedes visualizar el aspecto de la misma en la figura 1 en
forma de secuencia

2.2. Definicién de los elementos clave

Vamos a definir algunos puntos claves de la animacién que aparecen representados en la
tigura 2

Figura 2: Elementos clave

1. r es el radio de la circunferencia cuya longitud vamos a desplegar como un segmento. Su
longitud es la circunferencia que vamos a rectificar.

2. Res el radio del arco de circunferencia que origina la animacién en cada paso de la misma. Se
trata de un arco de longitud fija de una circunferencia de radio variable.

3. El punto A es el centro de la circunferencia de radio R, que se desplaza a lo largo del eje OX, en
el sentido positivo.

4. El punto B es el extremo del arco de circunferencia que vamos a desplegar

3. Anadlisis de los elementos de la animacién en profundidad

3.1. Punto A

Un deslizador en Geogebra es un control para modificar un valor numérico por el usuario. En
este caso construiremos un deslizador para m que variaré entre 0 y 1 y permitira representar
el punto A asocidndole las coordenadas (0, 1=-).

Como ya se ha dicho, el punto A se mueve por el ¢je y alejandose del origen de coordenadas
sobre el semieje positivo a medida que la circunferencia se despliega. El punto se mueve
desde el centro de la circunferencia a rectificar (coordenadas (0,r)) alejaindose del origen a
medida que se desplaza por el eje y, por lo que su primera coordenada siempre sera cero, y
ademds r > 0 y con tendencia a +o0. Se puede observar que cuando el arco de circunferencia

se haya desplegado por completo m tomara el valor 1 y por tanto el valor de la segunda
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coordenada del punto A seré indefinido dado que la hemos definido como ~-). En cualquier
momento anterior a alcanzar la posiciéon horizontal, el punto A se encontraria sobre semieje
positivo de las y. Una forma de representar esta realidad es crear un deslizador en Geogebra
al que llamaremos m.

r

AC =)

Coordenadas del punto A

Observa que lim,,,;- 7=~ = +o0 La funcién f(x) = ;= crece con tendencia a +co a medida
que m se acerca a 1 por la izquierda. El deslizador m hara que el punto A se mueva en el ¢je
y desde la coordenada (0,r) hasta (0,+o0)

El comportamiento del punto A se pueden comprender mejor en la figura 3

0@

Figura 3: El punto A se desplaza continuamente desde (0,r) a lo largo del eje OY positivo.

3.2. Punto B

El punto B es el extremo del arco a rectificar: es la circunferencia a rectificar. Es decir el arco
en el que se convierte la circunferencia a rectificar estd limitado por el origen de coordenadas
(0,0) y el punto B(xy, x3)

Las coordenadas del punto B se definen en la figura 4. En esta figura se puede observar el

tridangulo rectangulo ABC y el éngulo a cuyo seno es: sin(a) = 3. Teniendo en cuenta que

R — x, es el valor del cateto contiguo a a en dicho tridngulo, tenemos que cos(a) = R;Cz
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Figura 5: Relacién de proporcién entre radios

3.3. El angulo «

En la figura 5 se observan la circunferencia inicial a rectificar de radio r, y el arco en que
se convierte dindmicamente dicha circunferencia. Este arco es un arco de circunferencia de
radio R, que tiene un extremo en el punto A, y el otro extremo en el punto (0,0). Puesto que
los angulos centrales son proporcionales a la longitud del arco correspondiente, tendremos
(nétese que los angulos se miden en radianes):

a  2mr

2 2nR
Despejando de la expresion obtenemos que a = 2Z, medido en radianes. Recuerda que en
su momento al hablar del punto A lo definimos con las coordenadas (0, ;%-). Es decir, que
el radio de la circunferencia mayor, con centro en A es . Sustituyendo en la expresion

anterior. ¢ = & = 2 =271 (1 — m).

1-m

Volviendo a las coordenadas del punto B:
La coordenada x; se puede calcular despejando de la expresiéon que nos daba el seno:
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ro_ r-sin(2m - (1 —m))

sin(a)z%z:»xl:sin(a)-R:sin(Zn-(l—m))-1_m —

_r-sin(2m - (1 —m))
B 1-m

X1

La coordenada x; se puede calcular despejando de la expresiéon que nos daba el coseno:

cos(a) = R I_sz = x2 = R—cos(a) - R=R-(1-cos(a)) = 1=+ (1 — cos(27t - (1 — m)))

_r-(1—cos2m - (1 —m)))
B 1-m

X2
3.4. Demostracién analitica de la relacién entre la coordenada x; y la longitud de la
circunferencia cuandom — 1~

Vamos a demostrar que cuando m — 1~ la coordenada x; se convierte en la longitud de la
sin(x) sin(x)

circunferencia. Recordemos que lim = lim = 1 (x medido en radianes). En base
x—0~ X x—0* X

a lo anterior, tendremos: (observa que sim — 1 entonces (1 — m) — 0)

lim

2mr
m—1- 1-m

r-sin(2m - (1 — m)) _ [Q] —orr lim sin(27mt - (1 — m)) _
m—1-  21(1 —m)

Y de la misma forma ocurre para m — 1%, por tanto:

. sin(2nr - (1 — m))
lim =

2mnr
m—1 1-m

Para el cdlculo de este limite se puede también usar la regla de L'Hopital, pero entonces habria que
suponer conocido el calculo de derivadas

3.5. Paralacoordenada x, también se debe demostrar que tiende a 0 cuando m — 1 tanto
por la derecha como por la izquierda. Esto implica que la circunferencia rectificada

quedara sobre el eje OX
. 2m-(1—
o r-(1=cos2m - (1 — m))) 0 o (25”72[ (2 m)))]
lim = —] = (") lim =
m—1- 1-m m—1- 1-m
. sin(m- (1 —m)) sin(m- (1 —m))
2.r- lim . =
m—1- 1-m 1
o lim sm(n-(l—m))'sm(n-(l—m)) —on1-0=0

m—1- TC - (1 - m) 1

En donde en (*) se ha utilizado la identidad 1 — cos(x) = 2sin?(%)
Se obtiene el mismo resultado para m — 17, y en consecuencia

lm r- (1 —cos(2mr - (1 — m)))

m—1 1—1’}1 :0
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4. Consideraciones finales

Como el punto A no puede existir cuando m = 1 cabria por tanto preguntarse porqué cuando
m =1 el segmento se dibuja. La respuesta es que cuando m = 1 las coordenadas del punto A
no estdn definidas y mediante c6digo obligamos al programa a que dibuje un segmento de
longitud (aproximada) 27tr. Esto se puede hacer con las condiciones de visualizacion de los
elementos en Geogebra. En la pestafia de propiedades disponemos de una subseccién que
se llama avanzado. En ella podemos incluir una condicién para mostrar un objeto que en este
caso serd m = 1. En la animacién afiadimos ademas tres circunferencias completas y la parte
proporcional de una tercera para mostrar la relacién de forma gréfica.

5. Animaciones relacionadas

El trabajo previo aqui expuesto puede emplearse para la construcciéon de otras animaciones
de cierto valor didactico. La animacién que se presenta a continuacién puede facilitar la
comprensiéon del cdlculo del drea de un circunferencia. El archivo de Geogebra se puede
encontrar en el siguiente enlace https://www.geogebra.org/m/BmdpMifez y consiste dada
una circunferencia de radio r en la construccién de un tridngulo de igual superficie a ésta,
cuya base es 77 y cuya altura es r. La aclaracién previa a la animacién anterior seria necesaria
también en este caso, dado que como ya se ha explicado la circunferencia no se puede
rectificar con regla y compas.

La animacién construida en este apartado emplea todo el andlisis previo presente en este do-
cumento pero utiliza multiples circunferencias concéntricas que se despliegan hasta formar
segmentos horizontales. Cada circunferencia se ha partido en dos arcos de igual longitud tal
y como se puede observar en la Figura 6.

La construccion en Geogebra se ha disefiado de modo que el niimero de circunferencias
circunscritas se puede modificar con un control de nombre n, por tanto se puede realizar la
misma animacién pero incrementado el nimero de circunferencias, tal y como se observa en
la figura 7.

En la figura 8 se observa el tridngulo final con una altura igual al radio de la circunferencia
y cuya base mide 27tr 3. Por tanto su 4rea se calcularia como:

base - altura  2mr-r ’
—_ = = 7’[ .

A 2 2

3Tal y como se ha explicado repetidas veces, en realidad la base no mide 27r dado que la circunferencia no se puede
rectificar con regla y compas.
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Figura 6: Animacion relacionada
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Figura 7: Animacién aumentando el niimero de circunferencias
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Figura 8: Area del tridngulo resultante
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