Die Neuerungen im Lehrplan und im Abitur

Modul 5 * * 3

Grundlagen der Matrizenrechnung

Didaktische Hinweise

Die folgende Station stellt Aufgaben zum Rechnen mit Matrizen vor. Es wird vorausge-
setzt, dass die Schuilerinnen und Schiler die Addition von Matrizen, die Multiplikation mit
einem Skalar, die Multiplikation mit Vektoren und mit Matrizen sowie das Transponieren
und die Inversion von Matrizen kennen.

Bei der ersten Aufgabe flihren die Schilerinnen und Schiler Berechnungen mit konkre-
ten Matrizen durch. Dafir steht ihnen eine detaillierte Anleitung zur Verfliigung. In der
zweiten Aufgabe geht es um die das Kommutativitat der Multiplikation von Matrizen. Hier
werden Berechnungen mit konkreten Matrizen vorgegeben, zu denen die Schilerinnen
und Schiler detaillierte Kommentare schreiben sollen.

Bei der dritten Aufgabe untersuchen die Schilerinnen und Schiiler zunachst an konkre-
ten Matrizen und dann allgemein flr 2x2-Matrizen das Distributivgesetz der Matrizenmul-
tiplikation. Dazu kénnen sie Hilfen in zwei Stufen in Anspruch nehmen.

Mit der vierten Aufgabe soll die Fahigkeit zu argumentieren geférdert werden: Die Schi-
lerinnen und Schiller beantworten Fragen, prifen Behauptungen oder suchen Fehler -
sowohl bei konkreten Berechnungen als auch an allgemeinen Fallen.

Bei den beiden Aufgaben 3 und 4 ist der Schwierigkeitsgrad der Teilaufgaben a) niedrig
und der von b) mittel. Die Teilaufgaben c) haben jeweils einen recht hohen Schwierig-
keitsgrad und sind als Joker flir leistungsstarke Schilerinnen und Schiler gedacht.
Ziele

Die Schulerinnen und Schiiler ...

wenden die Rechenoperationen mit Matrizen mit konkreten und in einfachen Fallen
mit allgemeinen Matrizen und Vektoren an.

beschreiben vorgegebene Rechenoperationen mit Matrizen
erkennen, dass die Matrizenmultiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist.

kennen die Besonderheiten der Matrizenmultiplikation mit der Einheitsmatrix und mit
der inversen Matrix.

beweisen das Distributivgesetz der Matrizenmultiplikation

nennen Argumente, mit denen sie Behauptungen lber Matrizenoperationen bestati-
gen oder widerlegen.

erkennen anhand der Dimension zweier Matrizen, ob sie addiert oder multipliziert
werden kénnen.

wenden die Rechenregeln flr Matrizen an.

Ubersicht der Materialien
e 4 Aufgabenblatter mit L6sungen
e Karten mit Tipps zu den Aufgaben 3 und 4.
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Aufgabe 1: Matrizen addieren
Gegeben sind die Matrizen

-5 3

437 1 5 2 0 3,1 C
A=|1042 5|, B=(4,5 3 -2 0,5| und C = 5 0
0 36 -1 7 0 0 3 a1

a) Addieren Sie die Matrizen A und B.
Hinweise:

Jedes Element der Matrix A wird
zum entsprechenden Element der
Matrix B addiert.

b) Vergleichen Sie 4:(A + B) und
4:-A + 4:B.

Hinweise:

° 4-(A + B)
Zuerst die Summe berechnen, dann
jedes Element mit 4 multiplizieren.

e 4:-A+ 4B

Zuerst jedes Element von A und B
mit 4 multiplizieren, dann die
Summe berechnen.

e Vergleich
Die Ergebnisse sind gleich, wenn
alle Elemente Ubereinstimmen.

c) Vergleichen Sie A + C" und
AT + C.

Hinweise:

e« A+ C

Zuerst C transponieren, d.h. Zeilen
und Spalten vertauschen, dann die
Summe berechnen.

e AT+ C
Zuerst A transponieren und dann
die Summe berechnen.

e Vergleich
... auch mit (A + C"T".

= OOoObRM



Die Neuerungen im Lehrplan und im Abitur

Modul 5 *

Aufgabe 2: Matrizen Multiplizieren
Gegeben sind die Matrizen

1 -2 3 o 1 2 0O -3 4
A=|5 0 4|, B=|2 0 -1| und C=|-0,5 4,5 -5,5|.
4 0 3 0o -1 -2 0 4 -5
Schreiben Sie Kommentare zu folgenden Rechnungen.
a) 1 -2 30 1 2 -4 -2 -2
AB=|5 0 4|12 0 -1|]=|0 1 2
4 0 3)(0 -1 -2 o 1 2
0O 1 2)(1 -2 3
B-A=|2 0 -1|-|5 0 4
0 -1 -2)(4 0 3
13 0 10
=|-2 -4 3| ; AB=%BA
-13 0 -10
b) 4 2 2
AB=|0 1 2
o 1 2
1 5 4 0 2 O
Al=1-2 0 0|; B"=|1 0 -1
3 43 2 -1 -2
1 54,0 2 O
AB"™=|-2 0 0|1 0 -1
3 4 3/12 -1 -2

0 2 O 1 5 4 -4 0 0
B"A"T=11 0 -1-/-2 00|=|-211
2 -1 -2 3 4 3 -2 2 2

AT-BT # BT-AT und BT-AT = (A-B)T

c) 1 -2 3 o -3 4
AC =|5 0 4|-/-0,5 45 -55
4 0 3 0 4 -5
100
=/010
001
o -3 4 1 -2 3
CA =|-05 45 -55|.|5 0 4
0 4 5 4 0 3
100
=/010
001

A-C = C-A = E (Einheitsmatrix)
A=C!und C=A"1
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Aufgabe 3: Klammerregeln fiir Matrizen

Sie untersuchen, ob flr die Matrizenmultiplikation das Distributivgesetz
(A+ B)-C=A-C+ B-C dqilt.

a) Zunachst zeigen Sie, dass es fiur die folgenden Matrizen A, B und C gilt:

2 0 13 0,50
= = d = ’ .
A (3 0,5) o B (o 1) und ¢ (—3 2]
b) In der folgenden Rechnung sind beim Anwenden des Distributivgesetzes einige
Zahlen verloren gegangen. Welche?

1 -2 ...)(0 ... 2 0 -3 4 100 -0,5 ... -15,5
5 .. 4+..0 ..{|-|-0545 ...|=1010|+| O -10 13
0 3 0 .. -2 0 4 -5 001 0,5 -12,5 15,5

c) Sie zeigen, dass das Distributivgesetz fur beliebige 2x2-Matrizen gilt.
Aufgabe 4: Begriinden und Argumentieren

1 2 3

j 2 1 0 01
, B=|-1 0O und C=|0 1 0
01 -1 0 1

0 2 -1
Welche Rechenoperationen sind méglich, welche nicht? Begriinden Sie!

a) Gegeben sind die Matrizen A = (

- nicht - nicht
moglich moglich moglich moglich
A+ B B-A
A"+ B A-C
B+ C B:-C
A-B A-B+C
1 0 1
b) GegebenistdieMatrixA=|1 1 0
01 -1

Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch?

richtig falsch

Das lineare Gleichungssystem A - X = 0 hat genau eine Losung.
Es gibt eine Matrix B # O, welche die Gleichung A-B = O erfilit.

Die Matrix AT ist nicht invertierbar.

a b . .
.B Sie:
b a] egrinden Sie

- Die Summe und das Produkt zweier solcher Matrizen sind ebenfalls vom Typ M.

c) Joker: Wir betrachten alle Matrizen vom Typ M = (

— Jede solche Matrix auBer der Nullmatrix ist invertierbar und die Inverse ist eben-
falls vom Typ M.
- Es gibt Matrizen A # E vom Typ M, fir die gilt A-A™ = E.
Hinweis:

Zu den Aufgaben 3 und 4 gibt es Tipps. Wenn Sie mehr Hilfe brauchen, dirfen Sie auch den Lésungsvor-
schlag anschauen, aber versuchen Sie, die Aufgaben zuerst selbst zu I6sen.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1: Matrizen addieren
Gegeben sind die Matrizen

4 37 1 5 2 0 3,1
A=|042 5]|,B=|45 3 -20,5|und C =
0 36 -1 7 0 0 3

a) Addieren Sie die Matrizen A und B

Jedes Element der Matrix A wird
zum entsprechenden Element der
Matrix B addiert.

b) Vergleichen Sie 4:(A + B) und
4:-A + 4:B.

Hinweise:

e 4:(A + B):
Zuerst die Summe berechnen, dann
jedes Element mit 4 multiplizieren.

e 4:-A+ 4-B:

Zuerst jedes Element von A und B
mit 4 multiplizieren, dann die
Summe berechnen.

e Vergleich
Die Ergebnisse sind gleich, wenn
alle Elemente Ubereinstimmen.

c) Vergleichen Sie A + C" und
AT + C.

Hinweise:

e« A+ C

Zuerst C transponieren, d.h. Zeilen
und Spalten vertauschen, dann die
Summe berechnen.

e AT+ C
Zuerst A transponieren und dann
die Summe berechnen.

e Vergleich
... auch mit (A + C"T".

-5

1
2
4

3
-2

0

1

= OOoObDM
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 2: Matrizen multiplizieren
Gegeben sind die Matrizen

1 -2 3 o 1 2 0O -3 4
A=|5 0 4|, B=|2 0 -1| und C=|-0,5 4,5 -5,5|.
4 0 3 0O -1 -2 0 4 -5
Schreiben Sie Kommentare zu folgenden Rechnungen.
a) 1 -2 30 1 2 -4 -2 -2
AB=|5 0 4|12 0 -1|]=|0 1 2
4 0 3)(0 -1 -2 o 1 2
0O 1 2)(1 -2 3
B-A=|2 0 -1|-|5 0 4
0 -1 -2)(4 0 3
13 0 10
=|-2 -4 3| ; AB=%BA
-13 0 -10
b) 4 2 2
AB=|0 1 2
o 1 2
1 5 4 0 2 O
Al=1-2 0 0|; B"=|1 0 -1
3 43 2 -1 -2
1 54,0 2 O
AB"™=|-2 0 0|1 0 -1
3 4 3/12 -1 -2

0 2 O 1 5 4 -4 0 0
B"A"T=11 0 -1-/-2 00|=|-211
3 4 3 -2 2 2

2 -1 -2
AT-BT # BT-AT und BT-AT = (A-B)T
c) 1 23(0 -3 4
AC =|5 0 4|-|-05 4,5 -55
4 0 3|0 4 -5
100
=010
00 1
0 -3 4)(1 -2 3
CA =|-055 45 -55|.|5 0 4
0 4 -5]l4 0 3
100
=010
00 1

A-C = C-A = E (Einheitsmatrix)
A=C!und C=A"1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 3: Klammerregeln fiir Matrizen

Sie untersuchen, ob flr die Matrizenmultiplikation das Distributivgesetz
(A+ B)-C=A-C+ B-C dqilt.

a) Zunachst zeigen Sie, dass es fiur die folgenden Matrizen A, B und C gilt:

(2 o (13 (0,5 0
A_(3 0,5), B_(O 1) und C_(_3 2].

b) In der folgenden Rechnung sind beim Anwenden des Distributivgesetzes einige
Zahlen verloren gegangen. Welche?

1 -2 ...)(0 ... 2 0 -3 4 100 -0,5 ... -15,5
5 .. 4+..0 ..{|-|-0545 ...|=1010|+| O -10 13
0 3 0 .. -2 0 4 -5 001 0,5 -12,5 15,5
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Durch den Vergleich der Elemente in der ersten Zeile bestimmen Sie die béiden feh-
lenden Elemente in der ersten Zeile. Das fehlende Element in der dritten Zeile finden
Sie durch den Vergleich mit einem der Elemente in der dritten Zeile.

01 2 0 -3 4 0,5 12,5 -15,5
.. 0 ..|-|-0545 55/ =| 0 -10 13
0 -1 -2 0 4 -5 0,5 -12,5 15,5

Fur die beiden fehlenden Elemente der zweiten Zeile stellen Sie ein Gleichungssys-

tem mit den beiden Elementen in der zweiten Zeile und der zweiten und dritten Spal-

te auf:

—3Xx +4y =—10 und 4x -5y =13
und erhalten die Lésung x = 2 und y = —1.

Die vollstandige Rechnung ist also

1 -23)(0 1 2 O -3 4 100 -0,5 12,5 -15,5
50 4+2 0 -1f/-|-0545 -55/=|1010|+| O -10 13
4 0 3)\0 -1 -2 0 4 -5 001 0,5 -12,5 15,5

Sie zeigen, dass das Distributivgesetz flr beliebige 2x2-Matrizen gilt.

Fir A = Eall ‘312J , B= (bll blzj und C = (Cll Clzj gilt:

dr1 a

A+ B =(311 + b1
a1 +byy

by1 by C1 Cx

dip + b12j
axy + by

(A + B)-C = (allerll a12+b12j_((311 C12]

ay1+by1  ax+bas

C1 Co

(811+b11) - €11 +(@12+D12) - Co1 (311+D11) - €12 + (312 +b12)'C22j

(@21+b21) - €11 +(822+D22) - C21 (@21+D21) - C12 + (@22 +D22) - C22

A-C 11
a1
b

B-C 11
b21

A-C + B-C = [all
a1

“C11+bp1 - Cy1+@20 - Co1+D2p - Co1 @21 - Cip +bo1 - Cio+@20 - Cop +bop

|
-
d

|

C11+Dy1 - C11 +@12 - Co1 +b12 - Co1 @11 - C1p +byy - Cip +312 - Cop+byo
C11+bp1 - Cy1+@20 - Co1+D2p - Co1 @21 - Cip +bo1 - Cio+@22 - Cop +bop

Ci11+Dy1 -C11 +@12 - Co1 +b12 - Co1 @11 -C1p +byy - Cip +312 - Cop+byo

alzJ.[Cn C12] _ (311 *Ci1+d12 - Cp1 a11 - Cip +d12 'szj
=pY) C1 G dy1 - Cy11 +@xp - Cp1 a1 -Cip+dpp - Cpp

b12j.(C11 C12] _ (bll “Ci1+b1p - Co1 byy - Cip+byo 'szj
b,> C1 Co Doy -C11+D25 - Co1 Doy - Cip+bop - Cop

also (A + B):C=A-C+B-C

)
o))

)
%))

J

J

n
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 4: Begriinden und Argumentieren

12 3 2 1 0 01
a) Gegeben sind die Matrizen A = (O 1 1) , B=|-1 0O und C=|0 1 0
B 0o 2 -1 01
Welche Rechenoperationen sind mdglich, welche nicht? Begriinden Sie!
- nicht - nicht
maoglich mdglich moglich maoglich
A+ B B-A
AT + B A:-C
B+ C B-C
A-B A-B+C
1 0 1
b) Gegeben ist die Matrix A=|1 1 0
01 -1
Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch?
richtig falsch

Die Matrix AT ist nicht invertierbar.

Das lineare Gleichungssystem A - X = 0 hat genau eine Ldsung.

Es gibt eine Matrix B # O, welche die Gleichung A-B = O erfilit.

c) Joker: Wir betrachten alle Matrizen vom Typ M = (

a b
-b

aj . Begriinden Sie:

- Die Summe und das Produkt zweier solcher Matrizen sind ebenfalls vom Typ M.
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— Jede solche Matrix auBBer der Nullmatrix ist invertierbar und die Inverse ist eben-
falls vom Typ M.

- Es gibt Matrizen A # E vom Typ M, fir die gilt A-A™ = E.



Tipps zu Aufgabe 3 a)

Sie berechnen zuerst A + B und multiplizieren das Ergebnis mit C.
Beachten Sie die richtige Reihenfolge!

Dann berechnen Sie A-C und B-C und bilden anschlieBend die Summe der
Ergebnisse.

Wenn Sie richtig gerechnet haben, erhalten Sie in beiden Fallen dasselbe
Ergebnis.

Tipps zu Aufgabe 3 b)

Sie multiplizieren auf der linken Seite die Klammer nach dem Distributivgesetz
aus und setzen die beiden einzelnen Produkte jeweils mit den Matrizen auf der
rechten Seite gleich.

Tipps zu Aufgabe 3 c)

Als beliebige 2x2-Matrizen setzen Sie

A = (511 a12] , B = (bll blzj und C = (Cn ClzJ_
dx1 a2 b1 by C21 C22

Sie berechnen wieder A + B und multiplizieren das Ergebnis mit C.
Beachten Sie die richtige Reihenfolge!

Jedes Element des Produktes (A + B)-C enthalt eine Klammer der Form
(@aij + bij)-Cj.

Diese Klammern multiplizieren Sie aus und vergleichen die Ergebnisse mit den
Elementen von A-C + B-C.



Tipps zu Aufgabe 3 a)

Tipps zu Aufgabe 3 b)

Tipps zu Aufgabe 3 ¢)



Tipps zu Aufgabe 4 a)

Man kann Matrizen nur addieren, wenn sie dieselbe Zeilenzahl und dieselbe Spal-
tenzahl haben.

Man kann Matrizen nur multiplizieren, wenn die Spaltenzahl der ersten Matrix
mit der Spaltenzahl der zweiten Matrix Ubereinstimmt.

Das Produkt zweier Matrizen hat dieselbe Zeilenzahl wie die erste und dieselbe
Spaltenzahl wie die zweite Matrix.

Tipps zu Aufgabe 4 b)

Wenden Sie das GauB-Verfahren an, um die Losbarkeit des LGS zu untersuchen.

Die Nullmatrix O enthalt der Mal den Vektor 0. Deshalb l&sst sich die Entschei-
dung Uber die erste Aussage auf die zweite Ubertragen.

Die Invertierbarkeit der Matrix hangt ebenfalls eng mit der Lésbarkeit des LGS
zusammen. Betrachten Sie die letzte Zeile der erweiterten Matrix.

FlUr invertierbar Matrizen M gilt: (M~1)T = (M")" 1,

Tipps zu Aufgabe 4 c)

c d

- Sie wahlen eine weitere Matrix vom Typ M, z.B. [ d c] und berechnen damit

die Summe und das Produkt.

- Sie erweitern die Matrix M mit der Einheitsmatrix und berechnen mit dem
GauB-Algorithmus die Inverse. Dabei tritt die Summe a2 + b2 im Nenner auf.
Sie begrinden, dass dieser Term im vorliegenden Fall immer gréBer als 0O ist.

- Wenn die Gleichung gilt, muss AT = A~! sein. Anhand der Berechnung der
Inversen kénnen Sie eine Bedingung flr a und b angeben.



Tipps zu Aufgabe 4 a)

Tipps zu Aufgabe 4 b)

Tipps zu Aufgabe 4 ¢)



