Matrizenrechnung  Umfiillprozesse

In 2 Messzylindern A und B befinden sich anfinglich die Fliissigkeitsmengen my und ms.

Aus A wird der Anteil a entnommen, aus B der Anteil b (2 weitere Gefdfle sind daher erforderlich).
Anschlieflend werden die entnommenen Fliissigkeitsmengen jeweils in den anderen Zylinder geschiittet.
Dieser Vorgang wird wiederholt.

e O

N

Apen = (1 - Q)Aalt + bBai

Bneu = aAalt + (1 - b)Balt
Aneu l—a b Aalt
Buw) \ a 1-0) \ Ba

GTR: [A] % [B] — [B], ENTER-Taste (wiederholt), der Startvektor B ist eine 2 x 1-Matrix.

Die Grenzverteilung kann mit der Gleichgewichtsbedingung

aA = bB

A+B = mi+mo ermittelt werden.
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Matrizenrechnung  Umfiillprozesse

b
a

1. Beispiel: a = %, b=

L=

Mengenangaben (gerundet) in ml

Takt A B Wechsel A — B Wechsel A < B

0 200 150 100 50

1 150 200 75 67

2 142 208 71 69

3 140 210 70 70

4 140 210 70 70
cemiale g Lop 1
2. Beispiel: a = 25 b= 5

Mengenangaben (gerundet) in ml

Takt A B Wechsel A — B Wechsel A < B
0 200 150 100 30
1 130 220 65 44
2 109 241 55 48
3 102 248 51 50
4 101 249 51 50
5 100 250 50 50
6 100 250 50 50
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Austauschprozesse

‘
o 0
‘

Der Austauschprozess soll anhand dreier Gefiafle weiter untersucht werden.
Die Anteile (Ubergéinge) sind in einem Ubergangsgraphen festgehalten.

n

1
ay = g
1
as = §

bl = % ag C2
1
by = %
_ 1
C1 = 3
Cy = l
!

b1

Fiille die zugehorige Ubergangsmatrix aus.

1
M = 3
1
6
60
Die Anfangsverteilung (in ml) sei vo= [ 100
40

Ermittle die néchsten 3 Verteilungen (auf 2 Dezimalen) und die Grenzverteilung (stationire Verteilung).
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Austauschprozesse

3 1 1
8 3 2
_ 1 1 1
M = 8 2 1
1 1 1
2 6 1
60 75,83 79,27 80,53
w=|100], w=|[6750], w=/[5740], v3=|5444
40 56,67 63,33 65,03
81,01
12 = | 53,16 (aus UTJ fiir n > 10 erkennbar, GTR)
65,82

Fiir den Grenzvektor gilt: M- QZO) = QZO)

Mit dieser Bedingung kann QZ)O ermittelt werden. Wie?

— — .
M- V5 = Vo lautet ausgeschrieben:

1-— (a1 + CL2) by Cc1 T* z*
ay 1 — (b1 + b2) &) Ay l=1v
as by 1—(c1+¢2) z* z*

Die Multiplikation ergibt 3 Gleichungen.
Welche anschauliche Bedeutung hat (z.B.) die 1. Gleichung?
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Austauschprozesse

x
— "
Voo = | Y

o

biy* + c12* = (a1 + az)z”

Zu- und Abfluss stimmen {iiberein
(fiir A gezeigt).

3 1 1
8 3 2
_ 1 1 1
M = 8 2 4
1 1 1
2 6 4
150 200
Variiere die Anfangsverteilung, z.B. _0>: 01, v_(]): 0
Was fillt dir auf? 50 0
. p1
Eine Verteilung kann (hier) stets in der Form v, =200 [ p2 | geschrieben werden,
wobei die Spaltensumme des Vektors 1 ist. P3

Erlautere dies.

Fiir den Grenzvektor gilt: M- QZ)O = QZ)O

Mit dieser Bedingung kann 12 ermittelt werden. Wie?

Das Gleichungssystem kann nach einer kleinen Umformung (welcher?) mit dem GTR gelést werden.

Die Losung ist jedoch nicht eindeutig, da eine Zeile der Losungsmatrix aus lauter Nullen besteht.
Algebraische Begriindung: Aus zwei Gleichungen kann (durch Multiplikation und Addition) die dritte
gewonnen werden. Die Losungen zweier Gleichungen erfiillen dann auch die dritte Gleichung, die somit
iiberfliissig ist.

Anschaulich: Wenn fiir je zwei Geféfle der Zu- und Abfluss iibereinstimmt, muss dies auch fiir das dritte
Gefdfl gelten. Eine Gleichung wird daher durch die noch nicht beriicksichtigte Bedingung z +y + 2z =5
ersetzt (S Spaltensumme der Anfangsverteilung, also gesamte Fliissigkeitsmenge).

Die Losung ist die gesuchte Grenzverteilung.
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Umlfiillprozesse

b
a

Mit Zy als Anfangszustand (Anfangsverteilung) erhalten wir nach einer Zeiteinheit

¥1 = M- Zy, nach 2 Zeiteinheiten: o = M -&; = M- (M -Zy), usw.

Wie muss die Multiplikation M - M = M? von Matrizen beschaffen sein, damit gilt:

M- (M- T) = M2 27

Die Frage beantwortet das Blatt Matrizenmultiplikation.

Typischer Graph

A Fliissigkeitsmenge
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Matrizenmultiplikation A2

(0a) ()= (e

Wir fragen uns, wie die Multiplikation von Matrizen beschaffen sein muss, damit gilt:

G-

_ <a(aw + by) + b(cx + dy) )
clax + by) + d(cx + dy)

= ((@roariaeidy ()

Es muss also sein:

a b a b a?+bc ab+bd
c d )\ ¢ d ) \ acted be+d?

Das Falksche Schema ist leicht zu merken,
Spalte mal Zeile. Das Ergebnis erinnert an das Skalarprodukt.

b1
b | =B
b3
A= ap az asg | =A-B
B = a1b; + axb2 + asbs
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Matrizenmultiplikation A - B

a b fz\ _ (ax+by
c d y) \cx+dy
Wir fragen uns, wie die Multiplikation von Matrizen beschaffen sein muss, damit gilt:
[ e f a b ] T e f a b T
g h | \ ¢ d (y>_ g h [ c d <y)]

_ ( e(azx 4 by) + f(cx + dy) >
glaz + by) + h(cx + dy)

= (oo oy () (2

Es muss also sein:
e f a b ea+ fc eb+ fd
g h | \ ¢ d ~ \ ga+hc gb+hd

Das Falksche Schema ist leicht zu merken,
Spalte mal Zeile. Das Ergebnis erinnert an das Skalarprodukt.

b1
b2 =B
bs
A= ap a2 as | =A-B
B = a1b; + axb2 + asbs
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Sl=
w

sl=
N N
W ot

Rechnen mit Matrizen

Untersuche, ob fiir Matrizen A-B = B- A gilt.
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Rechnen mit Matrizen

sl=
w

sl=
N N
W ot

L[ 4 =2 5
4\-3 5 || 3

Die Seiten stimmen natiirlich iiberein.

N
SN—
Il
/N
S =
— O
SN—

(5 ) (0 )G - (s 5 )1

Im Allgemeinen gilt A-B # B- A.
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Grenzmatrix

M-( M- (M-59))...) = M™ vy

n Iterationen

Das langfristige Verhalten eines Systems kann iterativ mit

Uns1= M- v,, Startvektor vy GTR: [M] = [B] — [B], ENTER-Taste (wiederholt)

.. . Der Startvektor ist eine 2 x 1-Matrix.
oder explizit mit

— —
vy = M™ g untersucht werden.

NO[—=  Col—  oolw
D= N W
e LS L el

Die Grenzmatrix (schon fiir n > 6 erkennbar)

0,405 0,405 0,405
M= = | 0,266 0266 0,266

0,329 0,329 0,329

hat folgende Struktur:

b1 P11 P1
M> = P2 P2 D2
b3 P3s P3

In jeder Zeile von M™ gleichen sich die Elemente pro Takt an.
Je Zeile wird das kleinste Element grofler, das grofite Element kleiner.
Der Beweis (siehe Stochastische Prozesse) ist hier nicht erforderlich.

a
Der Startvektor sei v_(f = | b |, die Spaltensumme a+b+c=S5.
c
p1
Die Grenzverteilung ist von der Anfangsverteilung unabhéngig und lautet 12 =S| p
(siche M*°!). Begriindung? P3
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Grenzmatrix

Die Grenzmatrix hat folgende Struktur:

P1 P11 P
M> = p2 p2 p2
p3 Pp3 D3
a
Der Startvektor sei v_(f = | b], Spaltensummea+b+c=S5
c

Zeige, dass die Grenzverteilung unabhéngig von der Anfangsverteilung ist.

. pr-a+pi-bt+pi-c p1-(a+b+c) p1
M>® g = | pa-atpr-btpy-c| = | pa-latbdbt+c)| =5-|p
p3-a+p3-b+ps-c ps-(a+b+c) P3
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Umlfiillprozesse  Ausblick

0
T e 0
0

k
-
k

Der Umfiillprozess ist ein Modell fiir alle Ubergangsprozesse, wobei Anderungen méglich sind,
z.B. ein Gefia hat ein Leck.

Uns interessiert, unter welchen Bedingungen sich langfristig eine Gleichgewichtsverteilung
(stationére Verteilung) einstellt und ob diese von der Anfangsverteilung abhéngt.
Umfiillvorgénge, die durch stochastische Matrizen (Spaltensumme 1) beschrieben werden,
kommen in die ndhere Wahl. Betrachte jedoch hierzu:

1 3

11 3 01 0

3 1 1 1

2 1 0 5 0 3
A=13 2 0 E=1 1

1 3 0 7 0

0 7 1 4 1

o 2 o 1

5 2

Ein Umfiillprozess gelangt vermutlich in einen von der Anfangsverteilung unabhéngigen
Gleichgewichtszustand, wenn ...
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die gesamte Fliissigkeitsmenge in der Weise verbunden ist, dass sich eine Einfirbung der Fliissigkeit
eines Gefifles auf alle Geféle verbreiten wiirde, da kleine Fliissigkeitsmengen durch das (wieder-
holte) Umfiillen grundsitzlich in jedes Geféfl gelangen kénnen.
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