Drei Biischel mit 3 verschiedenen Polen:

Dieses Beispiel haben wir in Abschnitt 1 genannt. Ein 6-Ecknetz ensteht auch mit Loxodromen zu einem festen
gemeinsamen Winkel. Eine zweites 6-Ecknetzbeispiel entsteht, wenn man nur eines der drei hyperbolischen
Blischel durch Loxodrome oder das orthogonale elliptische Biischel ersetzt. 2

Sechsecknetze aus 3 linearen Vektorfeldern mit mehr als 3 verschiedenen Polen sind nur noch maglich, wenn
es sich um 3 Kreisbiischel handelt, die zu einer orthogonalen Basis g1, g,. gsmit g7 € Rund g;-g; = 0 fiir i # j von
G gehoren. Beispi ise bilden je 3 der Kreisbiischel {go,igo, 91, ig1. g:. ig; } mit den Polen { 0,00, +1, ~1,+i,—i }
ein 6-Ecksnetz.

2Die Netze mit Loxodromen sind nicht “konstruiert”.

Far Parabeln bilden die Tangenten und jede Parallelenschar ein 6-Ecknetz. Parallelen kann man als DB-Kreise
werten, die in o doppelt beriihren.

Das Produkt zweier Kreise ergibt eine zerfallende bizirkulare Quartik als Schnitt zweier Ebenen mit der
Mobiusquadrik. Wegen der zusatzlichen Symmetrien gibt es mehrere Arten von 6-Ecknetzen.

Wie ermittelt man die moglichen 6-Ecknetze aus Kreisbiischel? 3 lineare Vektorfelder g, g,, gserzeugen 3
Kurvenscharen. Durch jeden Punkte gehen 3 sich schneidende Kurven auBer in den 3 Berihrorten: H; := g3 Noas

Hy = [\3/7 g1 und Hs := gy ﬁ g2. Damit die 3 infinitesimalen Bewegungen ein 6-Ecksnetz bilden, mﬁssen‘die
3
Vektorfelder die 6-Ecksnetzbedingung erfillen:
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wobei [g. H] die infinitesimale Anderung der Form H unter der Bewegung g bedeutet. Fir Teilbarkeitsiber-
legungen kann man die Gleichung zusammenfassen:

G- Hy = [g2, 1 [ov, Ha] - H - Hy
Da eine Cassini-Quartik unter einer Mébiusbewegung nicht invariant sein kann, folgt hieraus, dass H; und
entsprechend H, und Hj in Kreise zerfallen. Mit einer dann noch immer mithsamen Fallunterscheidung gelangt
man zu den mdglichen Fallen.

Welche 6-Ecksnetze aus 3 Kreisscharen gibt es auBer den genannten?

W. WUNDERLICH hat 1938 gezeigt, dass die doppelt-beriihrenden Kreisscharen einer bizirkularen Quartik 6-
Ecknetze bilden, sofern mehr als 2 der DB-Kreise durch die Punkte eines Gebiets der Ebene gehen. Fiir meine
Dissertation war mir dieser Sachverhalt nicht bekannt. Der Beweis von WUNDERLICH erschlieBt sich mir leider
nicht.

Meine Vermutung:

Ein 6-Ecknetz aus drei Kreisscharen entsteht

- aus der Projektion eines geradlinigen 6-Ecknetzes auf die Mobiusquadrik

- oder aus den Kreisen dreier linearer Vektorfelder in den oben angedeuteten Féllen
- oder aus drei Scharen von doppelt-beriihrenden Kreisen einer bizirkularen Quartik.

Bizirkulare Quartiken Q(z) = 0 zerlegen die Ebene in 2 Gebiete Q(z) > 0 und Q(z) < 0

Einteilge Quartiken mit 4 ven Brer 1 besitzen 2 Sy ien und nur 2 Scharen von DB-Kreisen.
Diese liegen auf verschiedenen Seiten der Quartik. Durch jeden Punkt gehen daher hGchstens 2 DB-Kreise.
Zweiteilige Quartiken mit 4 verschiedenen Brennpunkten besitzen 4 Sy ien, daher 4 DB-Krei , wovon

3 auf einer Seite der Quartik liegen. Durch jeden Punkt dieser Seite gehen je 2 Kreise einer dieser DB-Kreisscharen.
Somit kann man 7 verschiedene 6-Ecknetze aus den DB-Kreisscharen bilden.
Kegelschnitte mit 2 Brennpunkten besitzen 2 verschiedene Arten von 6-Ecknetzen.

Die Drehstreckungen um zwei Pole sind kommutativ. Daher lassen sich 6-Ecknetze aus Loxodromen zu ver-
schiedenen Winkeln “konstruieren”, d.h. programmieren.
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