T3: TRIGONOMETRIA 1°BCT

9. TEOREMA DEL COSENO

El cuadrado del lado opuesto a un angulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados
menos el doble producto de ellos por el coseno del &ngulo comprendido.

Es decir,
b’=a’+c’-2-a-c-cosB
a®=p*+c’-2-b-c-cosA

c?=a’+b°-2-a-b-cosC

Demostracion:

Sea m y n las proyecciones ortogonales de los lados b y a,
respectivamente, sobre el lado a.

En el triangulo ADC se verifica:
(1) b®>=h®+m’=hc+ (c—n)*=hc® +c® +n”—2nc

En el triangulo DCB se verifica que a° = n® + h¢? A

W)
o

Por tanto, sustituyendo en (1), queda:
(2) b’ =a’+c’—2nc

También, se verificaquen =a - cos A
Sustituyendo en (2),0btenemos:

b®>=a®+c® —2ac - cos A

Las dos restantes igualdades se demuestran igual, considerando las proyecciones sobre los lados b y c.

IMPORTANTE: El teorema es valido para cualquier tipo de triangulo.

Sea el triangulo BAC obtusangulo en B.

Sea m la proyeccion ortogonal del lado b sobre c. C
Se tiene:
(1) b*=hS+(c+m)?=c?+2mc+ (m’+h)

En el triangulo BCC” se verifica que a° = m® + h¢”

>
e}

Por tanto, sustituyendo en (1), queda:

(2) b*=a’+c*-2mc

Q

También, se verificaquem=a-cosa=a- cos A
(a=180°-A - cosA=cosa)
Sustituyendo en (2),0btenemos:

(2) b®=a’+c® —2ac-cos A

Para el caso particular que A = 90° obtendriamos el teorema de Pitagoras
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RESOLUCION DE TRIANGULOS::

1. Resolver un triangulo conocido dos lados y el angulo comprendido.

Datos conocidos: a, by C

e c*=a’+b*-2-a-b-cosC

a b a-sen B
= - SenA=
senA senB b

 B=180°- (A+C)
En este caso siempre existe una Unica solucion.
Al hallar el angulo A, obtenemos dos angulos: uno agudo y otro obtuso.
Como sabemos que a mayor angulo se opone mayor lado, conociendo la medida de los tres lados, solo es
posible un Gnico valor del angulo A.
Ejemplo:
Se conocen los siguientes datos de un triangulo: a =10cm, b =7 cm, C = 70°. Resolver el triangulo.
Solucién
Por el teorema del coseno:
¢>=a’+b’°-2-a-b-cosC - ¢®=10°+7°-2.10-7-cos 70° = 101,4 - ¢ = 10,07 cm
Aplicando el teorema del seno:

. (o]
10 _ 1007 | oqp=10:5en70° _hag | A-arcsen087 — A=61,64° 6 A=118,36°
senA sen70° 10,07

Como c > a, tiene que ser C > A, por tanto A = 61,64°
También se podia aplicar el teorema del coseno:

2 ,02_42 2, 2 _102
aZ:b2+CZ—2-b-c-cosA_,cosA:bcia L, COS A= M:

0,42
2bc 2:7-10,7

A=arccos 0,42 - A =64,92°

ComoA+B+ C=180° -~ B=180°-(61,64° + 70°) = 48,36°
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2. Resolver un triangulo conocido los tres lados.

Datos conocidos: a, by c
b* +c? -a’
2bc

e a’=b’+c*-2-b-c-CoSA - CosA=

a _ b _b-sen A
senA senB

También se puede aplicar el teorema del coseno:

a?+c?-b?
2ab

b°=a’+c*~2-a-c-cosB- cosB=
e C=180°- (A+B)
En este caso la solucién existe y es Unica siempre que el lado mayor sea menor que la suma de los otros

dos lados.

Ejemplo 1

Se conocen los siguientes datos de un triangulo: a =13 cm, b =8 cm, c =9 cm. Resolver el triangulo.

Solucién

Por el teorema del coseno:

b®>+c?-a’ 82+9%-13°

a®=b°+c’—2-b-c-cosA-cosA=-——- "% L cosA= 2"~ "2 -_017 - A =arc cos (-0,17)
2bc 2-8-9
A =99,79°
2,2 2 2,02 _q2
b2=a?+c?-2-a-c-cosBo cosB= 2¢O osp=18*9 "8 _79 | B=arccos0,79
2ab 2-13-9
B = 37,81°

ComoA+B+C=180° - B=180°-(99,79° + 37,81°) = 42,4°

Ejemplo 2

Los lados de un triangulo miden, respectivamente, 1~ 3 m, 14 my 15m. Calcula el seno y el coseno del
angulo menor y la superficie del triangulo.

Solucion:
Aplicando el teorema del coseno:

a’=b’+c’-2-b-c-cosA- 13°=14+15°-2.14-15-cos A

cosA:O,6:§ _,senA:ﬂ
5 5

Area= 1AB-h=1AB-a-senB==15.142 = 84 cm?
2 2 2 5
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3. Identificar el tipo de triangulo.

El teorema del coseno es un buen criterio para determinar el tipo de triangulo con el que trabajamos.

Es decir, segin que el cuadrado del lado de un triangulo sea menor, igual 0 mayor que la suma de los
cuadrados de los otros dos, el angulo sera agudo, recto u obtuso.

Ejemplos:

* Silos lados de un tridngulo vienen dados por la terna (3,4,5) se trata de un triangulo rectangulo pues
3%+4%=5%
* Silos lados vienen dado por la terna (3,5,7) se trata de un triangulo obtusangulo pues
32+5°=34<7%
¢ Silaterna de los lados es (7,8,10) el triangulo es acutangulo pues

72+8%2=113>10°2
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