Sime Sulj
Kompleksni brojevi u GeoGebri

S kompleksnim se brojevima u srednjoSkolskim progn@a matematike susremo u
drugom i¢etvrtom razredu. Doh¥amo se pritom i prikaza kompleksnih brojeva u Gausps
ravnini. MoZe li Geogebrin koordinatni sustav, osimo njen grafiki prikaz, posluziti za
prikaz kompleksnih brojeva? Moze li interpretinaiunske operacije s tim brojevima na
n&in na koji se definira kainske operacije s kompleksnim brojevima? Odgovojgrdan,
cak StoviSe vrlo slozene izfane moZete izvesti veoma brzo i pouzdano uz istogne
predodzbu rezultat i ndekoraka.

'‘Paljenje’ kompleksne ravnine

GeoGebra ne podrzava kompleksne brojeve izravhe, @ozete koristiti toke kojece
simulirati operacije s kompleksnim brojevima.

Primjer. UpiSete li kompleksni brgg_1=-4-i u traku za unos dobiete taku (-4, 1)
u grafickom prikazu. U algebarskom prozoru koordinate a¢ke bitée prikazane kao -4 - .
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Napomena.Nakon prvog definiranog kompleksnog broja progiamautomatski rezervirati
varijablui za uréeni par (0, 1), odnosno kompleksni broj Oi+Kbji nete biti prikazan a
njegovée se algebarski zapisda mapiPomani objekti.
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Polarne koordinate. Primijetite na slici da u padajam izborniku imamo na raspolaganju i
polarne koordinate zadke. Geogebra razlikuje polarne koordinate od Kgeeih po 'tatka
zarezu' méu koordinatama. To zdajno moze olakSati unos kompleksnih brojeva. Na
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primjer, kompleksni broqﬂ% mozemo zadati polarnim koordinatafda 1v4) ili

(1; 45°) , umjesto da upisujensmrt(2)/2 + sqrt(2)/2 i . Na karticiAlgebra
dijaloskog okvirasvojstvapotom prebacite polarne koordinatéke u kompleksni broj.

Racunske operacije
Primjeri zbrajanja i oduzimanja
(2 + 1i) + (1 — 2i) daje kompleksni broj 3 — 1..
(2 + 1i) - (1 — 2i) daje kompleksni broj 1 + 3i.
GeoGebra u izrazima prepoznaje realne i kompleksnjeve.
3 + (4 + 5i) daje kompleksni broj 7 + 5i.
3 - (4 + 5i) daje kompleksni broj -1 - 5i.

Primjeri mnozenja i dijeljenja

(2 + 1) (2 -2i)ili (2+ 1i) * (1 — 2i) daje kontgksni broj 4 — 3i.

(2 + 1i) / (1 — 2i) daje kompleksni broj 0 + 1i.

3 /(0 + 1i) daje kompleksni broj O - 3i.

3 * (1 + 2i) daje kompleksni broj 3 - 6i.
Napomena: UolBajeno mnozenje (2, 1)*(1, -2) daje skalarni umnodaku tocaka (dvaju
vektora).

Potenciranje kompleksnih brojeva
(1 + 2iY daje kompleksni broj -3 + 4i.
i"100 daje broj 1 + Q..

(sqrt(2)/2 + sqrt(2)/2 i)™ daje broj -1 + Q..
Modul kompleksnog broja dobije se funkcijom abs().
abs(sqrt(2)/2 + sqrt(2)/2 i) daje vrijednost 1.
Slozeniji primjeri
1. Izracunajte ‘ |ﬁ ~111 ,gdje jez= —§+—;|

UpiSite u traku za unos: z = -sqrt(3)/2 + 1/2 i
| potom: (Z + abs(z) + i*(-111)) / ((abs(?)y i*111)
Geogebra daje rezultat: -0.5 + 0.5i.

42
2. lzratunaijte| 32 cos2Z +i st
12 12

UpiSite: (cbrt(2)(cos(®@12) + i sin(5/12)))*42. Rezultat je broj z = 0 - 16384i.

Skup to €éaka kompleksne ravnine

Cesto u nasim srednjoskolskim zbirkama zadatak&raja cjeline kompleksnih brojeva,
nalazimo na zadatke s odreanjem skupa brojeva u Gaussovoj ravnini koji zaudj@avaju



odreieni uvjet. Zadatak na koji sam naiSao ptgjiedan od hrvatskih web forumadn je
tim zadacima, a tezi utoliko Sto nije zadan&wodreenim brojevima.

Zadatak. Odredi skup svih kompleksnih brojeva z atineih uvjetomRe>—4 = 0.

=5
Algebarsko rjeSenje
Uzmemo lidajez= x+ yi, z= x+ yj z= %+ Yy, onda nakon uvrStavanja dobivamo:

2=z _(x=x)0ex)+ (v 0(y ¥), (O Ay 3=(* X v ¥,

z-1 (x=%)"+(y- %) (%) +(y Y
Kako je z# z, slijedi:

(x=x)(x=x%)+(y= y)( ¥~ ¥)=0.
Ovu jednakost mozemo pisati i u obliku

2 2 2 2
(X_Xﬁxzj +(y_ Y+ Y2j :( X xzj +( %= yzj _
2 2 2 2
Desna strana te jednakosti zapravo je kvadrat peavdaljenostr; | z,. Trazeni skup taka
je kruznica sa srediStem ko

= I,
% 2 2
S promjerom koji je udaljenogt i z ali bez téke z.

RjeSenje uz pomé GeoGebre

Tijekom rjeSavanja zadatka na forumu doslo je dmgen trenutku, do pogresSne interpretacije
dobivenog ispravnog algebarskog rjeSenja, a s dstigae e &enik koji je postavio zadatak
zamolio je da mu se pomogne problem rijeSitidur@lnom programu dinakme geometrije.
Ucinio mi se to krupan zalogaj na prvi pogled, ak&éete se i sami uvjeriti uz malo
prilagodbe "filozofiji' r&éunalnog programa, mozemo dobiti veoma jednosta@egantno
rieSenje.
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Na prilozenoj slici, iz otvorenog programskog pn@Opisakonstrukcije vidi se da je rij¢ o
svega Sest koraka konstrukcije. Zapravo o pet kopakdefiniranje téke (0, 1) kao broja
izvrSi program automatski dimn korisnik stane zadavati kompleksne brojeve. Basiva je
konstrukcija izvedena na sljeti@acin:

1.

Zadan je kompleksni braj kao nezavisna tia, odnosno ftika koja se slobodno
moze povlditi po koordinatnom sustavu.

2. Naisti je ndin zadan kompleksni brap.
3.

Broj z treba predstavljati skup svih brojeva koji morajpunjavati zadani uvjet, pa
njega néemo konstruirati kao nezavisan objeké kao zavisan. Osnovni je problem

kako postaviti uvjet d&%eﬂ bude jednak nuli. Izrazz_— je zapravo

TANR; i~ 5
kompleksni broj koji oznamo kaozs. Ako je realni dio tog broja jednak nuli onda je
on u kompleksnoj ravnini smjesten na imaginarnagj s stoga taj broj zadamo
naredbom kroz traku za unas:3 = To ¢ka[yOs]

N z-z . . o
1z relacije z, = 4 izrazimozi taj broj kroz traku za unos zadamo naredlzom

(z2z3-z1/(z3-1) .

Povlaimo li sada téku zz po osi ordinata mozemo ¢&it da tatka z izvodi kruzno
gibanje. Bitéemo sigurniji u to da je rifeo kruznici ukoliko zadamo naredbu
Lokus[z, z_3] , kojom ¢emo dobiti upravo skup svih kompleksnih brojeva koj
zadovoljavaju postavljeni uvjet zadatka.

Iz dobivenodokusavidi se da je rijé o kruznici,ciji je promjer duzina s rubnim s&ama
7, 2. Njeno polovisSte srediSte je kruznice. Do jedna&digbkruznice mozemo ¢io
naredbonk = Kruznicalz, z_1, z_2] , a do koordinata sredista naredbm
Srediste[k]

Potenciranje kompleksnih brojeva
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Ova je slika preuzetaRiznice matematkih apleta(http://apleti.normala.fy a predstavlja
alat u kojem korisnik moZze iztanati potenciju kompleksnog broja, uz predodzbgoyeg
modula i argumenta u trigonometrijskom zapisu brbvoljno je da korisnik izmjeni realni
i imaginarni dio broja, te zada eksponent poten€ljgeli postupak odrdivanja rezultata
krajnje je jednostavan. Dvoklikom na aplet na togusici mozete preuzeti datoteku na svoje
racunalo i zavirit u izbornikOpis konstrukcije

Transformacije u kompleksnoj ravnini

Neke poznate figure koje mozemodrabpisati mehagkim
gibanjem t@aka u ravnini ili ih zadati jednadzbama, u
kompleksnoj ravnini mozemo dobiti krajnje jednostiawv
transformacijama. Takkardioidu dobijemo preslikavanjem

kruznice polumjera jedan po formuélu2 + z. U GeoGebri

tocku na kruznici preslikamo po toj formuli, a potomristimo
naredbu_okus

Transformacije kruznice. U jednom od ranijih brojeva
MiS-a pokazali smo kakve se sve oblike moZe dobiti
naredbom

KrivuljaJa cos(2t) + b cos(t), a

sin(2t) - b sin(t), t, 0, 2 1

mijenjajwci parametre a i b. Te zanimljive oblike
mozemo posti i u kompleksnoj ravnini. Neka e
tocka na kruznici Z konjugirani broj broja.
Definirajmo broj z, = aZ + bz, gdje swai b ranije
definirani parametri u intervalu od 0 do 5. Nareatbo
Lokus[z_1, 7] dobijemo krivulju kakvu vidite na
slici i razne druge oblike kad se mijenjaju vrijedti
parametara.

Igra sa savitljivom tikvicom. Pogledajte sliku 'tikvice" i

elipse. MoZe li se tikvica pro¢ikroz elipsu? Da moze, . o)

jer sve se odvija u kompleksnoj ravnini i tikvicarsa ‘l’
vrlo zanimljiv n&in izoblicuje kada mijenjate

koeficijente u jednadzbi elipse. Ova tikvica je D

skup t@&aka koji dobijemo kada e elipse

transformiramo po formuli:
,_ 20z

Evo zapisa cijele konstrukcijedane prema ideji kolege
Marca Rouxaww.apmep.asso.)r
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Ugodna zbava!

Br. [l aZiv Maredha YWrijednost
hiroj a a=4g
broj b bh=23
hiraj p p=1a
hiroj g n=1.2
elipsac -l a®+fy-frb®=1 o003+ 0.33=-0.91y=1.468

=T34+ 2110
i=0+j
=282+ 072
tikwica




